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INTRODUÇÃO 
o obj~tivo inicial d~ste trabalho foi encontrar 
condiçõ~s para qu~ a inters~ç~o de um dominio de Dedekind com 
um anel de valor i zaç~o principal fosse ainda um domi ni o de 
~d~kind, ~ durant~ o d~s~nvolvimento do trabalho, passamos a 
estudar também outros problemas relacionados com interseç~o 
de domi ni os d~ Krull. 
No Parágrafo 1 apresentaremos os conceitos e resultados 
n~cessários para a compreens~o do trabalho. 
No Parágrafo 2 apresentaremos condiç~es para que a 
interseç~o de dominios de Krull preserve o corpo de fraç~es. 
No Parágrafo 3, dado um grupo de torç~o G, construiremos 
exemplos de donúnios de Krull com grupo de classes G. Estes 
dominios ser~o explicitados e também será conhecido sua 
familia de anéis de valorizaç~o essenciais. Isto será obtido 
a part..ir de int..erseç~o de dominios de Krull. Const..ruiremos 
também um exemplo de um donúnio de Krull com grupo de classes 
2 contendo um ideal primo minimal n~o finitamente gerado, 
z 
concluindo ent~o que o grupo de classes, excluido o caso onde 
ele G> trivial , n~o fornece informações sobre o número de 
geradores de ideais primos minimais. 
No Parágrafo 4 apresentaremos condições para que a 
interseç~o de uma fanúlia de caráter finito, de anéis de 
valorizaç~o principais seja um donúnio de Dedekind ou um 
dominio de krull com grupo de classes de torç~o. Também 
apresentaremos condições para que a interseç~o de dois 
dominios de Dedekind Cresp. 
domi ni o de Dedekind C resp. 
fatoraç~o única) seja ainda um 
fa.toraç,~o única). Os métodos 
utilizados nos p~rmitirir(o também caract~rizar dominios d~ 
Pr ijf' ~r· uni di m~nsi onal . 
No Parágraf'o 5 f'aremos algumas aplicaç~es dos resultados 
do Parágraf'o 4. Caracterizaremos dominios de Krull que s~o 
intarsaç~o de um dominio de Dedekind com um dominio de ideais 
principais semilocal, utilizando a topologia de Zariski. 
Também construiremos dominios de Dedekind a partir da 
intarseç~o de um dominio de Dedekind com um anel de 
valorizaçir(o principal. 
No Parágraf'o 6, construiremos um exemplo de um dominio 
da f'atoraç~o única que contem um ideal primo p tal 
n quEil n p ~ C 0) . Apesar desta cons tr uç:J:o fugi r dos objetivos 
n2!1 
iniciais dast~ trabalho, podemos observar· que o dominio 
construido é intersaçir(o de um dominio de fatoraç:J:o única 
noathariano com dois anéis de valorizaç:J:o principais. 
~ : o conjunto U.2,3,... } 
2 : o corpo 2/p2 . p 
NOTAÇ~ES 
~R): o corpo de fraçC:Ses de R. 
XKCR): o conjunto dos anéis de valorizaç~o de K que contem R. 
&(R): a fanúlia dos anéis de valorizaçC:Ses essenciais para R. 
* &CR) = &CR)-{~R)}. 
m : o ideal maximal do anel de valorizaç~o V. 
v 
ryCR): o conjunto dos ideais primos de altura 1 de R. 
htCp): a altura do ideal p. 
dimCR): a dimens~o de Krull do anel R. 
A c B: inclus~o estrita. 
(2.3): significa o resultado 2.3 deste trabalho. 
•= é usado para indicar final de prova. 
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1.PRELJMINARES 
Def'inição: Um anel de valor i zaç1(o pr i nci pa.l é um anel de 
va.lorizaç~o discre~a. de pos~o 1. 
De:f'inição: Uma f" ami 1 i a ~V 1 } i El de s uba.néi s de um corpo K é de 
cará~er f"ini~o. se para cada xQ<. x;a!O. exis~e no máximo um 
número f"ini~o de indices iEl ~al que X n~o é Unidade Um Vi 
De:f'iniçãoz Um dominio R con~ido em um corpo K é um dominio de 
Krull se exis~e uma f"a.milia ~Vi}i6l de car'-~er f"ini~o. de 
anéis de valorizaç~o principais de K ~al que R = n V 1 
iEl i 
Exemplo: O f"echo in~egral de um· dominio noe~heriano é um 
domi ni o de Krull [ F-pag. 18). 
Exemplo: Um domi ni o de f" a ~or aç~o única é um domi ni o de Kr ull 
[ S-pag. 16). 
Exemplo: Se é R um domi ni o de Kr ull e X uma i nde~er minada 
sobre R. enl~o R[ Xl e R[ [X l l s~o domi ni os de Kr ull 
[ S-pag.11 e 12]. 
C1.1) Proposição : Seja ~Ri}iel uma f"amilia cará~er f"ini~o. 
de dominios de Krull contidos em um corpo K. Ent~o. n R1 é um iEl 
dominio de Krull. Assim. uma interseç~o f"ini~a de dominios de 
Krull é ~ambém um dominio de Krull. 
Prova: C S-pag. 1 OJ. 
1 
Definição: Um anel de valor i zaç~o contendo um domi ni o R é 
essencial para R. se é um anel de fraç~es de R. O conjunto 
dos anéis de valorizaç~o essenciais para R é denot-ado por 
lll ~-CR) e cCR) : = cCR) - {QCR)}. 
C1. 2) Proposição: Seja R : = íl Vi onde {Vi.i6l é uma familia 
iel 
de c ar á ter f i ni t..o. de anéis de valor i zaç:lo pr i nci pais de 
• Ent..~o &(R) = {Vi I i4iõl e vi Q irredunda.nt.e. onde vj 




DeCiniçãoa Um i deal pr i mo mini mal em um domi ni o á um ideal 
primo de alt..ura 1. 
C1. 3) Propoaiçãoa Seja R : = íl v 1 onde {V1 } 161 á uma fam1lia iEI 
de caráter finito. de anéis de valorizaç:lo principais de 
QCR). Ent..ão: 
2) Exist..e uma correspond~ncia bijet..iva ent..re &CR)• 
nCR) := {p I pé um ideal primo minimal de R. dada por v= R p 
e p = m ílR. 
v 
Prova: [ E-pag. 83]. • 
Em consequência das propo.sições anteriores podemos t .. omar 
• onde &C R) = {V i } i <t=T • se R Q um dominio de Krull. 
........ '-'""' 
2 
C 1 . 4) Proposição: Saj am R um domi ni o de Krull• M um si st.ema 
mu1 'li pl i cat.i vo de R e &(R) • = um 
Prova• [ S-pag. 1 Ol. • 
Def'"inição: Dizemos que um anel D é um domi ni o de Dedekind se 
D é um domi ni o de Kr ull e di mC 0) S 1 . 
Por dimCD) en~endemos a dimens~o de Krull de D. 
Exemplo a Um domi ni o de ideais pr i nci pais 4> um domi ni o de 
Dedekind pois um dominio de :fat.orac;:•o ónica de 
di mens2i:o S 1 . 
Alguns aut.ores de:finem dominios de Dedekind at.rav4>s de 
out.ras caract.erizaçl:ses. O próximo t-eorema apresent-a :formas 
equivalent.es de apresent.ar dominios de Dedekind. ~st.em 
vArias out.ras :formas. as quais n~o cit.aremos nest-e t-rabalho. 
Def'inição: Dizemos que um domi ni o R é um domi ni o de Pr U:fer se 
t.odo anel de valor i zac;:2i:o de QC R) que cont.ém R 4> essencial 
para R. 
C 1 . 5) Teoremaa Par a um domi ni o R s~o equi val ent.es: 
i) R é um dominio de Dedekind 
ii) R é um dominio de PrU~er noet.heriano. 
i i i) R é um domi ni o noet.her i ano. i nt.egr al ment.e ~achado de 
dimens~o menor ou igual a 1. 
i v) R é ao mesmo t.empo um dominio de Krull e um dominio de 
Prti~er. 
Provai [E-pag.B7 e BQJ.• 
C 1 . 6) Corolàrio: Se R é um domi ni o de Dedekind e V é um anel 
de valorizaç~o de QCR) cont.endo R. ent.~o V s &(R). 
Prova: (1.6)-Cii).• 
4 
2 CORPO DE FRAÇOES DE UMA INTERSEÇXO 
O corpo de fraçe:íes de dom1nios tem sido estudado por 
Gilmer e Heinzer em [G-HJ e [HJ. Em [G-HJ, o Corol•rio 1.6 
estabelece que se D e D s~o dom1 ni os com mesmo corpo de 
t 2 
fraçe:íes K, ent~o D~ tem corpo de fraçe:íes K se e somente se 
t 2 
I()(D ~) é n~o nulo para cada I ideal n~o nulo de D Cou de 
t 2 i 
0). Em CHJ, o Lema 1 estabelece que se D := RnV onde V é um 
2 
anel de valorizaç~o e R tem radical de Jacobson n~o nulo e R 
e V têm mesmo corpo de fraçe:íes K, ent~o o corpo de fraç~s de 
D é K. Neste trabalho estamos interessados na interseç~o de 
dom1nios de Krull. Como dom1nios de Krull s:to interseç:to de 
anéis de valoriza.ç~o. trabalharemos inicialmente com 
interseç~o destes anéis Cem 2.1. 2.2 e 2.3) para. em seguida, 
em (2.4), estudar a interseç~o de dois dominios de Krull. 
(2. 0) Lemaa Sejam R s;;; S dom1nios tal que S c QCR). Se :I 6 um 
ideal n•o nulo de s. ent~o ZnR é um ideal n•o nulo de R. 
Pl'ova: Seja xEZ, Xii!O. 
_, 
Como S s QC R) , ent~o x=ab par a 
a,bER não nulos. Assim, a=bx E ZnR.• 
(2. 1) Pl'opoatç~ol Seja R = n Vi onde {Vi}iEl é uma familia de 
iEI 
anéis de valorizaç•o de um corpo K. ~o equivalentes: 
1) Q(R) = K. 
2) WEXKCR). mvnR ;1l (0) onde XKCR) é a fam1lia de an6is de 
valorizaç~o de K que contém R. 
3) WEXKCR), VyEvCK), 3yER tal que vCy)~y. 
4) K é uma ext.ens~o algébrica. de Q(R). 
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Provai (1) • (2) Por (2.0). 
(2) • (3) Seja VeXKCR) e rEVCK). r> O e zEV tal que v(z) =r. 
Seja q:=rad(zV). qnR = qVqnVnR = qVqnR- CO) pois Vq E XKCR). 
n Seja tE qnR = rad(zV)nR. logo. y := t E zVnR para algum n>O 
e por tanto v< y) t?: vC z) = r. 
(3) • (1) Sejam xEK-{0}. X: =XKCR) e VEX. Por hipótese, 3avER 
tal que v<a) 
v 
-v(x). logo. o. EnUto 
VeE<a x):={WEX/R[a xJSW} que é um aberto de X. X= U ECa x). 
v v VEX v 
Como X compacto CZ-S-II-pag.113J enUto 
Assim, VEX ... VEECa x) para algum 
vi 
i E{1 •...• r} • o para algum ie{1 •... , rh logo. 
r r 
X n a eV pois a ER VjE-{1 •...• I'}. Assim. X n a E n v = R e 
k=1 vk vj k=1 vk VEX 
pDrt.ant.o~ x~J?.), 
(1) + (4) claro. 
(4) • (1) Como R =i~ v1 ent~o R é integralmente fechado em K 
CE-pag.70l. Seja xEK. Como K é uma extens~o alg.brica de QCR) 
ent.~o existem i=1, ... ,n-1 tais que 
Seja c: =b b • • •b 
o i n-i Multiplicando 
n n-1 temos: <ex) + d (ex) + • • • +d 
n-, o 
a equaç:ZI:o acima por n c • 
= O • di ER i =1 •..• , n-1. 
Como R é integralmente fechado em K. entll:o cxER. Como cER e 
c~O. entl:o xEQ(R). Assim, K = QCR).• 
Se <V1>iEI é de carâter finito, temos o seguinte 
resul t.ado: 
, I 
C2. 2) Proposiçãoa Seja R = n Vi onde F: =~Vi}iEI é uma fam11ia 
iEI 
de c ar .ê. t.er- f' i ni t.o. de anéis de valor i zaçl:o de um corpo K. 
Seja 'Fsat. := {WeXKCR)/ 3iEI t.al que V1 ~W}. Sl:o equivalent-es: 
1) QCR) = K. 
2) V W G F t • m f"'lR • C 0) . 
sa w 
3) v vi E F. v r E vi(K) 3 y E R tal que vi(y) ~ y. 
Provas C1) • C2) Por c a. 0). 
q: =radCzVi). 





n y := t E zV1 nR para algum n>O e portanto v1 Cy) ~ v1 Cz) = y. 
C3) • C1) Seja xeK. Se xeR ent~o xeQ(R). Se xtli!R, como F é de 
carât.er- finito, sejam v1 •... ,vi as valorizaçtses de F tais 1 n 
que v1 Cx)<O. Por hipótese, para cada j=1 •... ,n, 3 xjER tal j 
que vi Cxj)~-vi (x), ist.o é, v1 Cxj)+v1 (x)~O. Entl:o j j j j 
n 
vi Cx n ~) = 
j k=1 
n 
Assim. X n ~eR e portanto, xeQ(R) .• 
k=1 
Se cada VE <Vi>!El tem posto 1 temos: 
7 
C2. 3) Proposição• Seja: R =i~ Vi onde {Vi}iei é uma familia de 
c ar á:ter f i ni t..o, de anéis de valor i zaçlro de post..o 1 de um 
corpo K. Para cada iEI, seja mi o ideal maximal de Vi . ~o 
equivalent..es: 
1) QCR) = K. 
2) Para cada iei 3xER t..al que viCx)>O. 
3) Para cada i E! , m nR i1l C 0). 
vi 
Provaa Segue de C2.2), observando que a hipó~ese 
m nR i1l CO) é equivalent..e à exis~ência de yER ~al que 
vi 
v 1 Cy) > O. Assim, se nEZ exist..e m~ tal que mviCy) ~ n, ist..o 
é. vi cym, ~ n .• 
Veremos a segui r como ampliar a f ami 1 i a <V i> i EI da 
proposiçii:o ant..erior sem perder o corpo de fraç~s para o caso 
• onde Rt =i~ Vi é um dominio de Krull e &CR,_) = <Vi> i E! 
Veremos que nest..e caso basta verificar as condiç~ (2) e (3) 
• da proposição ant..er i or em &(R ) . 
t 
C2. 4) Proposição: Sejam R e R dominios com corpo de fraç~ 
t 2 
K e R:= RnR 
t 2 
equivalent..es: 
Se R é um domi ni o de Kr ull , enUto s•o 
t 
1) K é o corpo de fraç~es de R . 
• 2) Para cada Ve&CR ) 3xER t..al que vCx)>O 
t 
• 3) VVeeCR) • m nR i1l CO) onde m é o ideal maximal de V. 
t v v 
4) Se p é um ideal primo mini mal de R ent..ii:o ~ i1l C 0) . 
t 
a 
Para provar C2.4) precisamos dos seguintes lemas: 
c a. 6) Lema: Seja R um dominio de Krull e seja p um ideal 
primo n~o nulo de R. Ent~o p é a unUJ:o dos ideais primos 
minimais contidos em p . 
• Prova: Seja &(R) : = {V i} i EI . Por (1. 4), 
&CRP) • = {Vi I iEI e 
Assim, R 
i> 
= {V i 
= n V onde J jEJ j 
Seja aEp. Então a E pR p 
I i EI e m nR s; p}. 
vi 
:= {iEI I m nR s; p}. 
vi 
Como R p = n Vj e a n~o é unidade jEJ 
de R então a E m nR s; pR para algum j E J. Logo, p Vj p p 
a e m nR s; pR nR = p e portanto p está contido na uni•o dos 
vj p 
ideais primos minimais contidos em p, logo, p é a uni•o dos 
ideais primos minimais contidos em P·• 
c a. 6) Lema: Se R é um dominio de Krull, aER, a;llf0 e aR .., R, 
ent~o o ideal aR tem altura 1 e seu radical é uma inters•ç•o 
finita de ideais primos minimais. 
Pl"ovaa Por C2. 6), todo ideal primo minimal de aR • um 
ideal primo minimal e por C1. 3), existe somente um nâmero 
finito de ideais primos minimais que contem a. Logo, o 
r a di cal de aR é uma inter seç~o f i ni ta de ideais primos 
minimais.• 
g 
Pelo lema acima, um dominio de Krull sa~isfaz o Teorema 
de ideais principais de Krull mas no Paré.grafo 6 ser é. 
apresen~ado um exemplo que mos~ra que um dominio de Krull n~o 
sa~isfaz o Teorema de ideais principal generalizado Cveja 
[K pag.104 e 110J). 
Prova de (2.4>: (1) ... C4) Por C2. 0). 
(4) ... (1): 
Como R 
1 
Seja I um ideal n~o nulo de R e seja xEI, ~0. 
s 
um dominio de Krull, en~~o por (2. 6) 
radC xR ) : = p f"l• • • f"lp para P ... .•.• Pr 
t t r ... 
e l')( R 
1
) • Por hi pót.ese • 
r 
y E 




Seja y : = 'I y 1 . En~~o i=t 
yERnradC xR ) • 
s 
en~~o e 
Logo, 3nEIN t.al que 
port.ant.o 
provando que Rf"ll ~CO). Assim. por [G-H pag.241l, K é o corpo 
de fraçeses de R. 
• (2) .,.. (3) .,.. (4) segue da bijeç~o ent.re nCR) e &CR) dada em 
(1.. 3) .• 
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3.GRUPO DE CLASSES 
Se R é um domi ni o de Kr ull , podemos assoei ar a R um 
grupo abeliano que é o quocien~e das classes de ideais 
divisoriais de R pelas cla~ses de ideai~ divisoriais 
pri nci pais. Dado um grupo abeliano G, Claborn em CCl, 
apresen~a um mé~odo para cons~ruir um dominio de Dedekind com 
grupo de classes G. Eaki n e Hei nzer, em [ E-H-2l a.presen~a.m 
uma cons~ruç~o mais simples para cons~ruir dominios de 
Dedekind quando G é ~ini~amen~e gerado. Aqui, vamos co~s~ruir 
exemplos de dominios.de Krull para G grupo de ~orç~o, sendo 
que es~es dominios podem ser explici~ados de maneira. simples 
e também conhecido sua ~amilia de anéis de va.loriza.ç~o 
essenciais, como veremos em (3.3). Cons~ruiremos ~amb4rm um 
dominio de Krull com grupo de classes Z con~endo um ideal 
2 
primo minimal que não é ~ini~amen~e gerado. 
Se 
cC R r'lR ) • 
i 2 
R e R s~o 
i 2 
• • = cC R ) U&C R ) . 
i 2 
dominios de Krull, nem sempre 
No resul ~ado a segui r , ~emos uma 
condição para a igualdade, que será ú~il na cons~ruç~o de 
exemplos em (3.3). 
C 3. 1 ) Proposição: Sejam R e R domi ni os de Kr ull com corpo 
i 2 
de ~rações K e seja R 
exis~e x e m r'lR. x tJE m 
R , então: 
2 
1) QCR) = K. 
v 'W 
• • * 2) cC R) = cC R ) U&C R ) . 
t 2 
* * 3) &CR) II&CR ) = 0. 
' 2 
: = R r'lR . Se par a 
' a 





• V 4iii &C:R) 
' 
unidade de 
Prova: 1) Por hipótese v v • mnR E sCR) , ;li! (0), logo, i v 
por (2. 4), Q(R) = K. 
2) Por (1. 3) sCR)• s; • * sCR) V&CR) • i z 
• Seja v E sCR) . Por hipótese a X E m nR, xs m 
1 
* VW E &CR) - {V} e x unidade em R 
1 2 









x Em nR ent~o x e R. Assim, por C1.2) V • &(R) e portanto 
v 
• • &C R ) s; &C R) • 
i 
Seja V E &CR )* e seja q E 17CR), q 11 m nR. Vamos mostrar 
2 v . 
que q ~ m nR, 
v 
assim, • m nR E 17CR) e por (1.3), V E sCR) • 
v 
Por <1.3), q = m nR onde m é o ideal maximal de algum 
w w 
• • • W E &(R) S &C R ) V&( R ) . 
i 2 
• E &(R) • por h i pó tese, 3 X E m nR, 
w 




logo, x unidade de V. Assim, x E m nR - m nR e portanto 
w v 
q = m nR ~ m nR. 
w v 
* Se w E &CR) • 
2 
como m nR ;li! m nR, ent~o V ;li! W e por C1.3) 
v w 
mnR ;lll!mnR Seja X E mnR 
w 2 
- m nR 
v z * 
Como sCR) é dEt 
v 2 w 2 1 
carátEtr finito ent~o x n~o é unidade para no máximo um número 
finito, * di gamos V , • • • , V E &(R ) . 
. i n i 
Por hi pótEtse, para cada 
i E {1, ... , n} existEt x 1 E mi nR e xi é unidade em R2 , logo, 
x. fi! m nR. 
1 v 
Seja. m um inteiro positivo tal 
m Vi=1, ... ,n. Ent§:o xCx •.. x) E V. V i = 1, ••• ,n, logo, 
i n 1. 
xCx1 •.. xn)m E v· v v· E &CR1)* Et portanto xCxi .•• xn)m E Ri 
m Como x, x , ..• , x E R ent§:o xC x ••• x ) E R
2 
e portanto 
1 n 2 1 n 
m 
xCx ... x ) E R nR = R. Como 
1 n 1 z 
X E m nR, 
w a 
m 
x<x ... x ) 
1 n E mwnR. Como x e mv xi e mv Vi =1 , ••• , n 
. m 
xCx ... x ) 
1 n 
e m nR. 
v 






V q '= ryC R), m nR. 
v 
Logo, m nR E ryCR) 
v 
• V E &(R) , provando &CR )* s;; &CR)• . 
2 
Assim, &CR)• * * = &C R ) V& C R ) . 
:l z 
• 3) Se V E &(R ) :lx E m nR, X 
t v 
x e m nR VW E sCR )*· Assim, 
w 2 
• • sCR) n&CR ) = 0. • 
1 2 
unidade em 




por (1. 3) 
logo, 
portanto 
Vamos agora introduzir os conceitos e notaçees de 
divisores e de grYpo de classes de Ym dominio de Krull. Estes 
conceitos podem ser encontrados em [SJ ou [9J. 
Sejam R um dominio e K seu corpo de fraçees. Um ideal 
fracionário de R é um R-submódulo de K para o qual existe um 
elemento dER tal qye dM-CR. M é chamado principal se M = xR 
para algum xEK e M é chamado divisorial se M é intersec~o de 
ideais fracionários principais. 
Se M é um ideal fracioné.rio denotamos por R' o menor 
ideal divisorial que contem M, logo, R = ~· 
MSxR 
Seja ICR) o conjunto dos ideais fracionários de R. A 
relaç~o M - N se M = N define uma relaç~o de equivaléncia em 
ICR). O conjunto dos divisores de R é definido como o 
conjYnto qYoci~S~ntE~ dE~ ICR) pE~la rE~lac~o .. _ .. e é denotado por 
DCR). ExistEt Yma corrEtspondência 1 a 1 entre OCR) e o 
conjunto dos ideais di visoriais de R. Temos a aplicac~o 
canônica: 
d: ICR) --+ JXR) 
dOD =H 
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Se xeK-{0} denotamos d(xR) por d(x), 
I C R) é par c i al mentE~ or danado pela i nclus8:o e se M s; N 
'€0nt~o R S N. Esta. ordem parcial é passada a OC:R). Se M Si N 
denota-se dCN) S d(M), 
Seja I um conjunto e consideremos o grupo abeliano Z (1) 
com a seguinte ordem: Cai) 2: Cbi) se ai 2: bi para todo iEI. R 
é um domi ni o de Kr ull se e somente se existe I tal que IX R) 4t 
isomorfo a zCI) como grupo ordenado. Se t/J: OC::R)-+Z(I) é um 
isomorfismo de grupos ordenados onde 
{
1 se i=j 6ij = O se i~j -t chamamos tp Ce.) de divisor primo. Assim, l 
-t {4- Cei )} gEtra IXR) e existEt uma corrEtspondéncia bijEttora 
-t 
entre {tp Ce. )/iei}, 
l 
• e .s:CR) (por [ SJ -pag. 6 e 7 e por 
c 1. 3)). Denotando P. 
l. 
-t 
: = tp C e.) ent8:o se dEDCR), 
l. 
d pode ser 
escrit...o de maneira única por d =E n.P. 
iEI 1 1 
onde n. E Z e n. ~O 
l. l. 
par a no má.xi mo um número f i ni to de i E! . Se xEK -{0} ent8:o 
dCx) = E v. Cx)P. CS-pag. 6J. 
iEI 1 l. 
Seja FCR) o subgrupo de OCR) formado pelos divisores 
principais, isto é, FCR) = {dCx)/xEK-{0}}. O grupo quociente 
CCR) :=IXR)/FCR) é chamado o grupo de classes de divisores de 
R ou simplEts~ent.Et grupo de classes de R. O próximo lema é um 
corolário do Teorema de Nagata: 
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(3. 2) Lema: ~jam R Eil R dominios de Krull com corpo de 
i 2 
frações K, R := RnR 
1 2 
t.ais que 
* * &CR) n&CR) = 0. Ent.~o CCR) ;;;; 
1 2 t 
CCR) 
H 
= sCR )*us-cR )* 
t z 
onde H é o subgrupo 
de CCR) gerado pelos divisores primos correspondentes aos 
* primos da forma m nR para V E &CR) • 
v z 




Logo, por [ F-pag. 36], CCR) -+ CCR) é 
t 
sobrejet.or com o núcleo gerado pelas classes dos ideais 
primos da forma * m nR para VE&CR) 
v 2 
pois &C R ) * n.s:C R ) * = 0. 
t 2 
A . CCR) ~-ss~m. -H-- CCR ), • 
1 
Observação: Embora na proposiç~o anterior H seja o 
subgrupo dq CCR) gqrado pelos divisores primos 
correspondent.Ets aos idEtais primos da forma m nR onde 
v 
• V E &CR ) , em geral, H ;tt CCR ) , pois conforme o exemplo após 
2 2 
C3.3), R:= ~[XJnV onde V é um anel de valorizaç~o principal, 
logo, CC V) ;;;; CO); CC~CXD 
-== 
CO) 
CO) ;;;; CC~CXJ) ;;;; CC~) , logo, H = CCR) = 
16 
CCR) ~ Z . 
n 
Assim, 
2 ~ C 0) = CC V) • 
n 
(3. 3) Proposição: Sejam 
D um donúnio de ideais principais com corpo de fraç~es K; 
- {p i} i ei uma f anú 1 i a de elementos primos de D distintos 
2 a 2; 
- {mi .ni}iei S: (N tais que MDCCmi,ni) = 1; 
- para cada i6l vi a valorização de KC<Xi >i~) definida por 
vi C EajXr ) = min{ni vpi Caj) + jmi} 
j 
para EajXi ~ K(<Xk>kei-<i>)CX1 J e vpi • a e~ens~o trivial da 
valorizaç~o pi-ádica de Da KC<Xk>k~-<i>)• 
- v1 o anel de valorizaç~o associado a vi ; 
,.. R : = K(<Xi>iei]r( n Vi). 
iei 
Ent~o: 
1) CCR) :;: ({M1 I iei)) = e 2 iei ni 
onde 
CCR) do divisor primo correspondente 
é a imagem em 
* maximal de Vi e cCR) 
a mi r'lR onde m1 4> o ideal 
* = cCK (<X i> iei]) u<Vi > iei ; 
2) 
T: =Kr( n V.). 
iei ~ 
= 1 Viei { 
(Xi)ni} ent~o R = T( x 1 • pi 1 ~] onde 
Prova: Observe que por C[BJ-Cap.VI-10.1-Lemma 1) cada vi 
definida acima é realmente uma valorizaç~o. 
<Vi}i<&il é de caráter finito pois se f~ K[{Xi}1 ~]· 
ent..~o fEK(Xi •...• xi] para 1
1 
•...• inei• logo. v 1 Cf) ;lt. O para 
1 n 
no máximo um número finito de iei. Assim n v1 é um dominio de iEI 
Krull. 
1) Como D é um dominio de ideais; principais e se i;~t.j. 
pi ~pjD. ent..~o. para cada iei vi Cpi) = ni > O e vjcp1 ) = O 
para todo j;~t.i e pi é unidade em K(<X1 > 1 EI]. Considerando 
entiro. por (3. 1). D = n vi ~ iei 
* * &C R) = &(K [<X i> i ei]) U{V i I i ei}. 
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CCR) 
= ({Mi /1 Eií f) 
onde par a cada i Gl • Mi é a imagem em CC R) do divisor primo 
correspondente a mi f'lR e como C(K [<Xi) i &I]) = CO) ent.lto 
CCR) = ({Mi/iGI}). 
Seja ~:OCR) -+ CCR) a projec~o canónica e Mo subgrupo 
de OCR) gerado por {Pi/iESI} onde para cada iQI. P 1 6 o 
divisor primo correspondente a minR, ist.o é. fCP1) = N1 . Como 
kerf = FCR) ent~o pelo Teorema de isomorfismo de grupos. 
~M=-,.,.,... ;; f C M) = CC R) MnFCR) 
CCR) = ({M. /iei}). 
l 
pois como vimos acima, 
Para cada iei seja Qi := n 1 Pi. Ent~o dCpi) = n 1 P1 = Qi 
pois vi Cpi) = n 1 vjCpi) = O Vjel-{i} e pi é unidade em 
K (<Xi} iei). Logo, ({Qi /i ei }) s ({P i /i ei })ílFCR). 
Seja P := a 1 Pi + ... +ai P 1 e ({P1 /iei})nFCR) e seja 
i i r r 
{O} t.al que d(a) = P. Como 
dCa) = E viCa)P. + E vfCa) onde 
iei 1 fEF 
F:= {f e K~Xi>iei] I f é irredutivel} e vf é a valorizaç~o 
f-àdica de ent~o v i ~a) = n i j V j 6{1 • • . . , r} 
vf(a) =O VfeF, logo a e K. Como para cada i c; I, v 1 Cpi) = ni 
Assim. 
p = ni ti pi +. · · +ni ti pi = ti Qi +.··+ti Qi 6 ({Qi/i4iil}), 
i i i r r r i i r r 
logo, 
({P i /i ei })r'IFC R) ç; ({Qi /i ei }). 
Assim, ({Pi/iEI})nFCR) = ({Qi/iel}) e portanto 
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CCR) 
({P1 /iEl}) --(~ln-i~P~i-/~1-ÊÍ--r~)- ~ • 2/niZ ~ • Zn . 
"' r 1.-1 i6l .i 
(Xi )ni 
iEI. = 1 • ) = o. 2) Para cada 
O e 
e port.ant.o. }i6l ) s; R. 
Seja E R : = K(<Xi>iEI)'"'(i~ Vi). Ent..il:o 
f E K [x1 •...• xi ] 
f. t. 
para E I. Ent.i!(o 
= j j f Laj j Xi t ... Xi t, onde aj j eK. Seja l E {1, ... , t,}, 
t' .. t. i t. t' .. t. 
ent.ão v 1 (f) ~ O. l 
Afirmação: o. (Observe que pode v. Caj j ) +j, 
l.l t' · · n ~ 
ocorrer. por exemplo. f = aXi x1 + bXi x1 = CaX1 +bX1 )Xi ) 
12 ta 2 as 
Prova: Sem perda de generalidade vamos considerar vi e 
t 
vamos agrupar os t.ermos em Xijt. Ent.i!(o 
t 
j j j 
v 1 ((l)lj j ... j x1 k2 ... Xi kt..)Xi t) ~ O, .. 
f. k f. k2 kt.. 2 t, f. 
j j ) j 
v 1 CEaj j ... J Xi kz ... Xi kt.. +vi (X1 t) ~O .. 
t k t k2 kt.. 2 · t, t t 
mi n{vi (aj . j >} + j ~ O ... 
k i ~,Jk2' · · kt.. 1 
v. (a j . . ) + j ~ O Vk. provando a afirmação. 
~ t tJkz' · · Jkt.. 1 
TEPmos inicialmEPnt..e que f = Eaj ... J .. xi J •... xi jt, . Para 




(ncp )ql)a' l=1 i l J i ... jl dji ... jt. 
JJ(pi l)ql 






para d j ... j 
s n 
l 
= (J=l(pi /q.t)ajs ... jn lemos enUlo que 
~i nl]qt. t. X r - ' pi i t. ' 
Para cada l E <1 •...• t>. v 1 ~(d j ... j ) = 




Como vi CK) 
l 
= o < ent.Jro rl 
V, (dj , ) ;=: o. 
~ l ... J 
s n 
Se i E I ent.~o v i (a j ... j ) ;=: O e 
' n 
Assim. dj J e Kr( f"l vi) = T e 
s· · · n iei 
f"icando provado a igualdade 
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Exemplo: Sejam p um número primo. nei:N e R 
( = ~[XJ~V ). En~~o CCR) = Z 
n 
Exemplo a SQjam p um número primo. 
R : = Z( ) [ { x: -1}n ] Ent.~o R é um dominio de Krull de 
p p i=1 
dimens~o 2 e CCR) = Z 
n 
Prova: Vamos mos~rar que R = 4;1[XJ~V onde V é o anel de 
valorizaçã:o associado à valorizaç~o v de GCX) definida por 
v(taixi) = min~nvpca1 ) + Cn-1)i} 
E GCXJ e v é a valorizaç~o p-àdica p 
Se 1~n = Cn-1)i-n(i-1)=n-i 
R s;; ~[XJ~V. 
em 
2 o. 
Seja := a 
o 
+ a X 
l 
+ • • • Ei G[Xl~V. 
G. 
logo. 
vCa.Xi) ~O para ~odo i. Assim. para mos~rar que G[Xl~V ~R 
l. 
bas~a mos~rar i que se aiX 
Seja en~~o ai X i E G[Xl 
bi 
onde bi ai = 7 considerar 
vCai Xi) = v( ~ J 
E ~[X] 
~al i 2 o. Vamos que vCai X ) 
E z~p) - pZCp) e j Q z. Assim. 
Consi der ando i = qn + r onde q. r ei:N e OSr < n • t..er emos 
:-JPXi = ( ~=1 )q x: onde s = j-qCn-1). Como v( ~=1 ) = O p p p 
en~ã:o O :S v(a1 x1 ) = v(bi X~)= v( X~)= v( x:) = rCn-1)-sm. p p p 
n-1 isto é. s :S r---
n 
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Ser- = O en~~o s = O e 
Se r- ~ O en~~o s < r- < n, logo 
aixi = bi-:;. = bi( ~=1 )q x: = bipr--;.-s( ~=1 )q ~:;. 6 R. 
p p p p p 
Assim. R:= ~[XJnV e por C3.3), CCR) ~ Z. 
n 
Res~a mos~r-ar- que dimCR) = a. Como Z[XJ ~ R ~ ~CX) e R é 
um dominio noe~heriano, en~lto por [ G-pag. 360 e 361 J. 
dimCR) :S a. Para mos~rar que dimCR) 
c R. Temos 
1 E digamos, 
1 = f C X) + XgC X) onde f C X) • gC X) E ~[X J nR e vC f) > O. EnUto 
ent.il:o v (1) > O o que • um p 1 = f'CO). Como vCf'CX)) > O, 
absurdo. Logo. 1 fíl mvnR + X~tXJCX)nR e assim fica provado 
Eakin e Heinzer es~udaram dominios d~ Krull cont.endo 
ideais pr-imos de minimais que n~o s~o finit.amente gerados. Em 
1Q69, em CE-HJ eles apresentaram um exemplo de dimensiro 
infin~a e em 1Q70 em CE-H-aJ, um exemplo de dimensiro 3. Para 
o caso de di mens~o a. ainda n:to sabemos se tal exemplo é 
possivel. 
No exemplo an~erior podemos pergunt-ar se námero minimo 
de gera dores do i deal m nR do exemplo acima • n. 
v 
Em caso 
a f i r ma ~i vo. t.er i amos. par a ~odo ne!N. um exemplo de ideal 
pr i mo mi ni mal em um domi ni o de Kr ull de di mensilo a. com 
número minimo de geradores igual a n. 
a1 
Vamos most..rar que mnR 
v = .-n-z p l o 
procediment..o é análogo ao que foi feit..o acima: Como vCp) = n 
i n-1 
e v ( x: -i) = 
p 
n-i > O para 1:Si<n. ent..~o (P•{ :1-i}i=l)s;mvnR. 
Se f E m nR. 
v 
f = a + a X + • • • +a Xm E ~[X l e vC f) > O. 
o ~ m 
i Ent..~o vC ai X ) > O para 
mvnR S ( P• {:~-i}~:: ) 
t..odo i. Assim. para most..rar que 
i bast..a most..rar que se a 1 X E ~[Xl e 
i n-1 
E ( P• { :1-1}
1 
=l ) . Trocando .. ~ .. por 
">". na prova do exemplo acima. vamos considerar dois casos: 
Caso i=O: 
Caso i>O: 





1 J e port..ant.o o nómero 
i-1 . 1 p l. = 
minimo de geradores de m nR é menor ou igual a n.• 
v 
Nos exemplos ant..eriores apresent.amos dominios de Krull 
da forma R = r:nv com CCR) ;; 2 e podemos observar que o 
n 
número mini mo de geradores de m nR é menor 
v 
ou igual a n e 
'Lambém, sem grandes dificuldades. poderemos verificar que o 
número minimo de geradores de qualquer ideal primo minimal de 
R é menor ou igual a n. A part.ir dest.es exemplos poderiamos 
pergunt.ar se num dominio de Krull com grupo de classes 
fini 'Lo. o número mini mo de geradores de um ideal primo 
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minimal Q sempre fini~o. Veremos a seguir que is~o nem sempre 
é verdade, cons~ruindo um donúnio de Krull R = DnV onde D é 
um dominio de fa~oraç~o única, CCR) ~ Z e ~al que m nR n~o é 
2 v 
fini~amen~e gerado. Assim, o grupo de classes, excluindo o 
caso onde ele é ~rivial, n~o carrega iní'orma.çeles sobre os 
pr i mos mi ni mais. 
EHemploa Seja D onde K é um corpo e 
{Xi}i~ é um conjun~o de inde~erminadas. Seja w a valorizaç•o 
dE! K({Xi}i~-{ 1 )) onde wCf') é o menor grau dos monómios de f', 
para feK [{X1 } i ~-<1 )] . 
Seja v a ex~ens~o de w a K({X1 }1 ~) deí'inida por por 
i 
v(Ijai X :l) : = mi n{wC ai) - 2i} 
onde EaiX: E K({Xi}ie(N-{ 1 ))[X:l] Cveja CBl pa.g.436) e seja. V o 
anel de valorizaç~o associado a v. 
Definimos R:= DnV. 
mnR 
v 
<V 1 pv : = {xeR / vCx) ~ 2} = (-r) 
:l 
Prova: Seja f E R (resp. E pv , resp. E p~2>), isto é. 
v(f) ~O (resp. ~ 1, resp. ~ 2) e f E D, digamos, 
n i 
f:= E a 1 X1 onde para cada i, i=-m 
-t 
Temos f = E a 1 x! + i=-m 
n i E aix 
i=O 1 
2m - min{wCai) - 2Ci+m)} :2: 2m - 2(-1 + m) = 2, logo, 
~ 1, resp. ~ 2). 
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n 
Mas i v( E aiX ) = min{wCai) 
i=O i 
2i}. logo, para cada i temos 
que wCa.) ~ 2i (rasp. ~ 2i + 1, resp. 2i + 2) e assim, o grau 
~ 
do menor monOmio da ai é~ 2i (resp. ~ 2i+1,resp. ~ 2i+2). Em 
vis~a disso, cada monomio de ai é da ~erma 
mi = aXi Xi . . . xi Y (resp. aX1 Xi • • • xi xi Y 
i a ai i a ai ai +t 
resp. aX1 Xi • • • xi xi xi Y) 
' 
a ai ai +t ai +a 
onde a E K e Y é um produto de variáveis de {X 1} i l!:a . 
i 
a(XtXi X ) .. •(X X X )Y miX• = i ' i i i i i a a -i a 
(resp. 
resp. 
i R (resp. E ({Xi }i~a 1 <+>) an~~o. mi X i E • ,...->· resp. 4ii i 
' ' 
i (resp. ({Xi }i~a 1 <+> ,-· logo, ai X• E R E • 
-r>· resp. E 
' 
' ' 
(resp. 1 1 e assim, ~ e R e ({Xi}i~a • 
-r>· resp. e (-y-) ). 
' ' ' 
Provamos ent~o que R s; R • Pv s; ({Xi }i~a • +> e 
' ' 
Como a ou~ra inclus~o no outro sentido é 
imadia~a. ~amos an~~o igualdades. 
Af'irmação 2: p n~o é ~ini~amen~e gerado. 
v 
Prova: Se p é ~i ni tamente gerado, 
v 
n 1 en~~o podemos considerar pv = ({Xi}i=Z •-y-> para algum neiN. 
' Se j a mElN , rn> n. Como X E pv , ent~o X =~ ...;,__+~ X + • • • +~ X 
m miA aa nn 
' 1 




X f ex . o .... • O, X •... 1 1 f o f o = •-y-)-y- + + • • • + m t t n+t 2 n 
t t 
f ex . o •... = t t , O, X •... n+t +:>1 . -r 
t t 
1 Como f Eii R ent.l:i:o f CX , O, ... , O, X , ... • -,-) Eii R-, logo, 
t i i n+t A 
f. 
1 = v(X ) = 
m 
1 1 
= v(fCX ,O, ... ,O.X •...• ~))+v(~)~ O+ 2 = 2 o que é i t n+i A A . 
t f. 
um absurdo. Logo, p n~o é fini~amen~e gerado. 
v 
"""' . . A.f'lrmaçao 3a &C R) = &( D) u{V}. 
Prova: Por C 1 . 3) , • • &(R) s;; ·&CD) u{V} e como R ~ D. en~S:o por 
(1. 2). • V E cCR) • Se W E c(D) , como D • um domi ni o de 
fa~oraçl:i:o ónica, W = D(f) para algum f irredu~ivel em D e 
w'Cf) = O Vw'~w valorizaçl:i:o essencial para D. Se v(f) = n. 
Assim. 
Logo, por C1. 2). • W Eii &CR) 
• • e por~ant.o cCD) s;; &(R) . Assim, &(R) = &(D)u{V)-. 
A.f'irm.ação 4: CC R) ~ 2 
2 






onde cCp ) 
v 
• = &(0) u{V}. logo, por C3. 2) 
a classe do divisor primo 
corresponden~e a p . Como D é um dominio de fa~oraç~o única. 
v 





= o. Assim, CCR) 
e = 
~ z .• 
2 
86 
en~~o cCp ) 
v 
(Q) e 
4. CONDIÇOES DE APROXIMAÇÃO 
E 
INTERSEÇÃO DE DO~NIOS DE KRULL 
Em [HJ ~ [H-OJ H~inz~r ~ Ohm ~s~udam condiç~es para que 
a in~erseçã:o de dois dominios noe~herianos seja ainda um 
dominio noe~heriano. Nes~e Parágra~o vamos es~udar interseç~o 
de dominios de Dedekind, que s~o um caso particular de 
domi ni os noe~her i anos. As ~t€1cni c as utilizadas por Hei nzer e 
Ohm não se aplicam aqui, pois ~eriamos interseç~o de dominio 
de ideais principais semilocal que s~ria novamen~e um dominio 
de ideais principais semilocal, logo, um caso trivial. Aqui, 
vamos ~rabalhar com condiç~es de aproximaç~o nas ~amilias de 
an~is de valorização essenciais para ob~er condiç~es para que 
a in~erseção de dois dominios de Dedekind seja ainda um 
dominio de Dedekind. O mesmo problema será abordado para o 
caso dominios de ~a~oraçã:o única. 
As ~écnicas u~ilizadas aqui permi~e-nos carac~erizar 
também domi ni os de Prüfer unidimensional, dominios de 
Ded~kind e dominios d~ Krull com grupo de classes de torç~o. 
Finalizando, apresen~amos uma condiç~o para que a 
interseção de um dominio de Dedekind com um ·anel de 
valorização principal seja ainda um dominio noe~heriano. 
Vamos inicial mente daf i ni r condi ç~o de aproxi maç~o por 
fibrado a apresentar algumas propriedades para em seguida 
caracterizar dominios de Prüfar unidimensional a ~ambém 
dominios d~ Dedekind. 
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C 4. 1) Proposição: Seja R um domini o contido em um anel de 




1) Para cada xeV existe yeR tal que y-x e m 
v 
de 
2) A restrição do homomorfismo natural G:V---+V/mv 
sobr9j9ção. 
3) v = R + m 
v 
Prova: (1) ++ (2) claro. 
(3) + (1) claro. 
v. São 
a R é 
(1) + (3) ~ claro qu9 R + m s; V. Seja xeV. 
v 
Então existe yeR 
lal que z := y-x e 
Vs;R+m ·• v 
m 
v 
logo, x = z-y 6 R + m 
v 
Assim, 
DeCinição: Se R e V satisfazem as condiç~es equivalentes 
acima, dizemos que CR, V) satisfaz a condiç~o de aproximaç~o 
por fibrado. 
C4. 2) Lema: Se CR, V) satisfaz a condiç~o de aproximação por 
fi brado, então m nR é um ideal maximal de R. Assim, se 
v 
m nR = (0). então R é um corpo. v 
Prova: Pela Proposição 4.1 (2) temos que 
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C4. 3) Proposição: Seja R um subanel de um corpo K tal que R 
não é um corpo. Se para cada VeXKCR), CR, V) satisfaz a 
condição de aproximação por fibrado, então: 
1 ) di mC R:> = 1 . 
2) QCR) = K. 
3) Se D é um sobreanel de R, D ~ K, então dimCD) = 1. 
4) O fecho integral de R é um dominio de PrUfer. 
Prova: 1) Seja p um ideal primo não nulo de R. Por 
[E-pag.62l existe VeXKCR) tal que mvnR=p. Pelo lema anterior, 
p é um ideal maximal de R. As si m, todo ideal pr i mo não nulo é 
maxi mal , 1 ogo, di mC R) = 1 . 
2:> Seja R o fecho integral de R em K e denotamos X := XKCR). 
Então R= n v. Como, por hipótese, CR,V) satisfaz a condiç~o 
V eX 
de aproximação por fi brado, então, CR, V) também satisfaz 
C4.1-3). Como R não é um corpo, então, por C4.2) VVEX, 
m nR ;~t CO). Logo, por c a. 1), QCR:> = K. Como R é integral 
v 
sobre R, então K C = QCR) ) é uma extensão algébrica de QCR), 
logo, por C2.1), QCR) = K. 
3) Seja W e XKCD) s;; XKCR:>. Por hipótese, CR, W) satisfaz a 
condição de aproximação por fibrado, isto é, 
W = R + m s;; D + m s;; W 
'W 'W 
logo, por C4.1-3), CD, W) também satisfaz. Assim, por C1), 
di mCD) = 1. 
4) Por C1) e (3) dimCR) = dim CR) = 1 onde 
v 
dim CR) : = sup{dimCV) I V é sobreanel de valorizaç~o de R}. 
v 
Então, por [ G-pag. 3631 , dim CRC XD 
v 
= a e por 
fecho integral de R é um dominio de PrUfer.• 
a a 
C G-pag. 3641 o 
VVeX<CC x) C<(:), C <C. V) satisfaz a condi ç~o de aproximação 
por fibrado, justificando a hipótese de R não ser corpo para 
o item 2 da proposição anterior. Para provar isso, seja 
VeX<CCX)C<C). Se V = <C[XJCX-a) para algum ae<C e se xeV, então 
a + a C X-a) + . • . + a CX-a)n 
o s n 
X = Como v(x)~O então 
b + b C X-a) + . • . + b CX-a)m 
o s m 
podemos considerar b ~ o. 
o 
+- ::) = 





b1 CX-a) + • 
+b a CX-a)n-b a -···-a b CX-a)m] 
o n o o o m 
• • +b b CX-a)m 
o m 
[ 
CX-a)Cb a + • • • 






b1 CX-a) + • • • +b0 bmCX-a)m 
) 
] ~ 1 
Se V -1 = ~[X lCX-~) e se xeV, ~O então 
a + a X + • . • + a xn 
o 1 n 
X = 
b + b X + . . • + b xm 
a ~o. b ~o. v<x)~O • ~n. 
n m 
o 1 m 
SEI v(x)>O então X E m Se v(x) = O então m=n e 
[ 
b a +b a X + • 
n o n 1 
v 
b b + b b1 X + • n o n 
v 




- . . . - a b Xn ) n n 
= 
Assim, C<C,V) satisfaz a condiç~o de aproxima.ç~o por fibrado. 
C4. 4) Proposição: Se R é um dominio de Prül'er de dimensão 1 e 
K: =QCR), então para cada VeXKCR). CR, V) satisfaz a condiçl:o 
de aproximação por fibrado. 
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Por [E-pag.72J, V= R . p 
Vamos mostrar que V = R + m 
v 
t claro que R + m ~ V. Seja x E V = R 
v p 
- a x - b onde 
a E R, bER-p. Se a E p antão x E m ~ R + m . Se a e p antão 
v v 
ab fi! p. Como di mC R) = 1 antão p é um ideal maximal de R, 
logo, p + abR = R. Sejam d E p 
d 
e r E R tais que d + abr = a. 
Então, - a X - b 
Vs;R+m .• 
v 
= ar + b E R + pR = R + m p v provando 
Como consaquénci a dos resulta dos anteriores, segue uma 
caracterização de dominios de Prüfer de dimensão 1 através da 
condição da aproximação por fibrado: 
C4. 5) Corolário: Seja R um dominio integralmente fechado com 
corpo da fraç~es K, R~K. Então R é um dominio de Prüf'er de 
di mansão 1 se, e somente se, par a cada VeXKC R) , V..eK, C R, V) 
satisfaz a condiç~o de aproximação por fibrado. 
Prova: Segue de C4.3) e C4.4).• 
Observe que um domi ni o de Dedekind é um domi ni o de 
Prtifer de dimensão 1. A seguir vamos caracterizar um dominio 
de Dedek i nd R como um dorni ni o de Kr ull tal que par a todo 
V E * .eCR) , CR, V) satisfaz a condiç~o de por 
fibrado. Apresentaremos também outras caracterizaçl::Ses, como 
por exemplo a que aparece em [E-pag.92l C"St..rong 
appr oxi ma ti on condi ti on ") . 
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C4. 6) Proposição: Seja {V.}. I uma familia de caráter finito, 
l lE 
de anéis de valorização principais de um corpo K e seja 
R:= n V .. Para cada iei, sejam vi a valorização normalizada 
iel 1 
associada a Vi e mi o ideal maximal de Vi. São equivalentes: 
1) R é um dominio de Dedekind e QCR) = K. 
2) C Strong approxi ma ti on condi ti on) 
existe yeK tal que v. Cy-x .)=n. 
l.j J J 
Vj=1, ... ,r e v. Cy)~O para todo iEI-{i 1 , ... ,i }. 1 r 
3) Dados iei e xeVi 3yeK tal que O<v1 Cy-x)<oo e vjCy)~O 
Vjei-{i}. 
4) Dados iei e xeVi 3yeK, y#-0 tal que vi Cy-x:>>O e vjCy)~O 
Vjei -{i}. 
6) QCR) = K e para cada iei, CR, V.) satisf'az a condiçl:o de 
l. 
aproxi maç~o por fi brado. 
6) QCR) = K e Viei, m. nR é um ideal maximal de R. 
l. 
Prova: (1) + (2) [ E-pag. 921. 
(2) ,. C3) claro. 
C3) + (4) Por C3), dados iEI, xeVi 3yeK tais que 
.O< v. Cy-x:>< oo e v .Cy)~O Vjei -{i}. Se y#-0, terminamos. Se y=O, 
l. J 
então V. Cx:>>O. Como OeV. então, por (3), 3zEK tal que 
l. l. 
o < v. Cz-0) < 00 e v .Cz) ~ o. VjEI-{i}. Assim, z;II!O, 
l. J 
v. Cz-x) ~ mi n{ v i C z) , v i C x) } > O e vjCz) ~ O VjEI-{i}. 
l. 
C4) • C6) Para cada iEI, OeV., l. logo, 3yeK, y#-0 tal que 
v. Cy) >O e v .Cy) ~ O Vjei -{i}. Assim, yeR e v. Cy) > O, logo, 
l J l. 
por C2. 3), QCR) = K. 
Para cada iei, R+ m. ~V .. Seja xeV .. Por hipótese, 
l l l. 
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ant~o viCy) ~O. Assim, yeR a tomando z:=y-xem1 , temos qua 
x=y-z•R + m. provando V. = R + m. 
~ l l 
condi ç.ão de aproximação por ~i brado. 
C 5) =+ C 6) Por C 4. 2) . 
Ent..iro, CR,V.) sat..is~az a 
l 
C6) + C1) Por de~iniç~o R é um dom1nio de Krull, por C1.3) os 
ideais primos minimais de R são da ~orma m1nR para algum iEI. 
Por C 2. 5) todo ideal maximal m de R cont..ém um ideal primo 
mi ni mal , 1 ogo , m cont..em m. nR para algum i4il t..al que 
~ 
m. nR e 7)CR). Como por hipótese m. nR é maximal, ent..iro m = ml. nR 
1 l 
é mini mal . Assim, di mC R) = 1 e por t..ant..o R é um domini o de 
Dedekind.• 
Dados D a D domi ni os de Dedekind e R : = D nD , ent..llo 
~ 2 1 z 
• por C 1 . 3) &C R) , • • s;; &C D ) U&C D ) • 
1 2 
Ver e mos abaixo que par a R 
ser um dominio· de Dedekind é su~icient..e veri~icar as 
condições equivalentes da proposição anterior somente para os 
é. d 1 . ~ V e sC D ) • C ou sC D ) •) • an lS e va or1zaç o 
1 2 
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R : = D nD tais que R, D e D tém o mesmo corpo de fraçeses 
1 z 1 z 
K. ~o equivalentes: 
1) R é um dominio de Dedekind . 
2) Dados V , ... , V 
1 r 
• 
.. &(0) • 
1 
n , ... ,n ~ Z e x , ... ,x 
1 r 1 r 
existe y E K tal que vi Cy-xi) = n. Vi =1, •.. , r e v<:y) l. 
vv • • E &C D ) U&C D ) -{V • . . . • v } . 
1 z 1 r 
3) Dados • v E &CO) , )( E v existe y .. I< tal 
i 
o < vCy-X) < wCy) 2::: o vw • • ooe E &(0) U&CD) -{V}. 1 z 
• E &( D ) , x E V existe y E K, 
1 
4) Dado V o tal 





• 5)VVE&CD) , CR, V) satisfaz a condiç~o de aproximaç~o por 
1 
fi brado. 
6) VpETJ( D ) , prú< é um ideal maxi mal de R. 
t 
Prova: (1) _., C2) Por C4. 6). 
C2) ... C3) ... C4) ... (5) ... (6) é análogo à prova destas 
implicaç~es em C4.6). 
C 6) -+ C 1) Como R é i nterseç~o de dois domi ni os de Krull , 
então R é um dominio de Krull. Resta mostrar ent~o que 
dimCR) ~ 1. Seja M um ideal primo de R. Por Cl. 4) 
&CRM' • • = {Ve&CR) / m rú< s; M }. v • • Se existe V e &CRJtt' n.:<D1) • 
logo,m rú< s; M. 
v 
Mas por hipótese, 
m nR = m no nR é maxi mal pois m ()I) 
v v 1 v 1 
e TJC0
1
), logo, M = mvrú< é 
mini mal. • • &CRH' s;; &C0
2
) , isto é, 
RH é uma subinterseção de 0
2 
.Logo, por [E-pag.75l, RH é um 
dominio de Prüfer e como RM é um dominio de Krull, ent~o por 
Cl. 6) RM é um dominio de Dedekind, logo, dimCRH' = 1 e 
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port.ant.o, ht.CM) = 1. Assim, R é um dominio de Krull 
unidimensional e port.ant.o R é um dominio de Dedekind.• 
Dominios de Krull e dominios de fat.oraçl:o única sl:o 
caract.EJrizados at.ravés de suas familias de valorizaçtses 
essenciais Cveja CE-pag.92l e [G-pag.634]). Enunciaremos 
est.es dois result.ados e a seguir faremos uma caract.erizaç~o 
de dominios de Krull com grupo de classes de torçko também a 
par t.i r das valo r i zaçeses essenciais destes domi ni os. Out.r as 
caract-erizações podam ser ancont.radas em [F-pag.33J. 
C4. 8) Proposiçã':o: Seja R = n V. onda {V.}. EI é uma familia de 
i~I l. l. l. 
carát.er finit.o, de anéis de valorização principais de um 
corpo K. ?ara cada iei, seja m. 
l 




• 1 ) R é um domi ni o da Kr ull a &C R) = {V i } i EI . 
2) CWaak approxi mat.i on 
n •... ,n eZ, 
1 r 
axi st.EJ yEK t.al 
v. Cy);:::O ViEI-{i , ... ,i }. 
1 t r 
Condit.ion) 
que v. Cy) 
l.j 
Da. dos i, ... ,i EI, 
1 r 
C j =1, •.. , r) 
3) ?ara cada par dEJ elementos i,jEI, 3yeR t.ais que v.Cy)>O e 
.l 
v .Cy) =0. 
J 






C4. 9) Proposição: Seja {V.}. ei uma familia de cará:t..er finito, 
1 1 . 
d~ anéis d~ valorização principais de um corpo K e seja 
R:= n V .. Para cada iel, sejam v. a valorização normalizada 
iei 1 1 
associada a V. em. o ideal maximal de V .. são equivalentes: 
1 .l .l 
1) R é um dominio de fatoração única e &CR) • = {Vi }iel. 
2) Para cada iel, que v. C a.) 
1 .l = 1 = o 
Vjei-{i}. 
3) Para cada iei, m.nR é um ideal principal não nulo de R . 
.l 
Prova: [ G-pag. 634). 
(4. 10) Proposição: Seja {V.}. ei uma familia de caráter 
.l .l 
f i ni t.o, de anéis de valorização pr i nci pais de um corpo K e 
s~ja R:= n v. 
iel .l 
Para cada iEI, sejam v 1 a valorização 
normal i za.da assoei ada a V i e mi o ideal maximal de V i. são 
~qui val ~nt.es: 
1) R é um dominio de Krull com grupo de classes de torç~o e 
2) Par a cada i ei , 3a.ER t.al que v.Ca.) > O e v.Ca.) 
1 1 1 J 1 = o 
Vjel -{i}. 
3) Para cada iel, (minR)Cn) := {xeR / viCx) 2:: n} é um ideal 
principal não nulo d~ R, para algum n~. 
Prova: C1) ... (2) Se CCR) é um grupo de t.orç~o, ent~o 
par a cada i ei ~xi st.e um i nt.ei r o posi t.i vo n. 
.l 
e x. eK -{0} t.al 
1 
qu~ n. P. = dCx. ). Como dCx.) =E v.Cx.)P. ent.ilo v. Cx.) = n. e 
l. l. 1 1 jel J 1 J 1 1 1 








Vjei -{i}. dCx.) = E v .ex. )p. = v. Cx. )P. 
1 jei J 1 J 1 1 1 
onde para cada jel, Pj é o divisor primo correspondent-e a 
mjnR. Logo, P1 é um elament.o de t.orç~o de CCR). Como 
{P. / iEI} gera CCR), ent.~o CCR) é um grupo de t.orç~o. 
l. 
(1) ++ (3) rF-pag 331.• 
Observaç~o: Se R é um dominio de Krull e D é uma 
ist.o é, D = n V. onde {V, }
1
. ei 
iei 1 ... 
• S &CR) , subint.erseç~o de R, 
ant.~o se &CR)• sat.is~az a condiç~o (2) de C4.6) Cresp.C4.9) 
resp. C4.Q) resp.C4.10)), ent.~o &(0)• t.ambém sat.is~az. Assim, 
se R é um dominio de Dedekind Cresp. Krull resp. ~at.oraç~o 
única resp. CCR) é de t.orç~o) ent..:o D t.ambém é e 
>""(0). v 
... = { . }. ei . 
1 1 
Para um dominio de Krull qualquer, podemos caract.erizar 
os ideais primos principais at.ravés das 
essenciais: 
c 4. 11) Proposição a Sejam R um dominio 
* eCR) = {V.}. ei ~ iei e aER. Ent.ão v. Ca)=n e 
l 1 1 
(n) 
t.odo jEI-{i} se e soment.e se (m.nR) =aR onde 
1 





é o ideal 
Prova: <+) Como v.Cab) = v.Ca) + v.Cb) ~ n +O~ n VbeR, 
1 1 1 
ant.ão aR s; (m. nR{n). Seja XER t.al que v. Cx) ~ n. Ent.~o 
l 1 
v i ( : ) ~ O e v j ( : ) = v j C x) - v j C a) = v j C x) + O ~ O pois 
x Cn) 
xER. Logo, ---E R ex E aR. Assim , (m.nR) S aR, provando 
a 1 
a igual dada. 
36 
Cn) C+) Como (m. nR) = aR, ent.l!(o v. Ca) = n. Seja jel--{i}. 
l l 
Por C 4. 9) .;.xi st.o;o yc;;K t-al quo;. v. C y) = 
l 
t. d k I 1 · ·L Ent.::ro yE(m. nR)C n) para. o o e -"l., Jr· l. = aR, digamos, y = ab, 
bER. Temos O = v j C ab) = v j C a) + v j C b) , 1 ogo, 





Assim, v. (a) 
l 
Dados D e D dominios de fat.oraçl!(o única e R : = D nD 
i 2 i z 
enUío por C 1. 2), &C R) • s;; &C O ) •us:c O ) •. A segui r veremos que 
i 2 
para R ser um dominio de fat.oraçl!(o única, é suficient.e 
verificar as condiç~es equivalentes da Proposiçl!(o 4.Q soment.e 
para as valoriza.ç~es 
observando (1.3). 
* • v E &C R) (')&( o ) 
i 
c ou * • &C R) n&C O ) ) • 
2 
C4. 12) Proposição: Sejam O e D dominios de fat.ora.ç~o única., 
i 2 
R : = D nD t.ais que R, D e D t.êm o mesmo corpo de fraç~es 
i 2 i 2 
K. São equivalent.es: 
1) R é um dominio do;. ~at.oraç~o única. 
I 
• • 2) V V E &(R) n&CO) , m nR é um ideal principal. 
i v 
3) V p E ~CD) t.al que pnR E ~CR), pnR é um ideal principal. 
1 
Prova: C1) -+ C2) Por C4. 9). 
C2) -+ Cl) Seja S o sist-ema mult.iplicat.ivo de R gerado pelos 
el ement.os primos x de R t.ai s que xR = m nR para algum 
v 
• • V E eCR) n&CD) . Por [F-pag. 36], para mos't.rar que R é um 
t 
domi ni o de r a 't.or aç~o única. bas't.a mos't.rar que um 
domi ni o de fat.oraçl!(o única.. Para. fazer i st.o, vamos most.ra.r 
-i que S R é uma subint.erseç~o de O 
2 
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-t • • Por C1. 4) &CS R) = {VE&(R) I m nS = 0}. 
v 
Como • * * R = D nD , 1 ogo, por C 1 . 3) , &C R) s;; &C D ) n&C D ) 
1 z 1 z 
• • V E &(R) . Se V e &C D ) , enU!ío por hi p6tese, 
1 
Seja 
m nR = xR para algum x E R, x~O pois R e D têm o mesmo corpo 
v 1 
dEJ fraç~fíits. Logo, x E S ,.. portanto V « &CS-1R) •. Assim, 
-t. • • -1 
&( S R) s;; &C D ) , isto é, S R é uma subi nterseçi:o de D que 
2 z 
por hipótese, é um dominio de f'a.tora.çi:o única.. Logo, S-1R é 
um dominio de fa.toraç~o única Cveja observaç~o após (4.10) ). 
C 2) ++ C 3) Por C 1 . 3) . • 
O resulta. do a segui r ser á uti 1 i za.do par a determina r 
quando a interseção de um dominio de Dedekind com um anel de 
valorização principal é um dominio noetheriano Cem 4.14), 
para determinar ideais maximais minimais e elementos primos 
em dominios do tipo Q[XJnV e também para caracterizar 
dominios de Krull que são interseção de um dominio de 
Dedekind com um dominio de ideais principais semiloca.l (6.3). 
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C 4. 13) Proposição: Sejam D um domi ni o, V , . . . , V anái s de 
t n 
valorizaç~o de post.o 1 e R := Dr"IV 11• • • IIV t.ais que 
1 n 
D, V , ... ,v t.êm o mesmo 
1 n 
corpo de fraçeses K. Para cada 
i E{1, ... , n}, sejam m. o ideal maximal de v. e pi := m.nR. l. l. l. 
Ent.~o: 
1) R(+] = D( ~ ] V a E ()pi , a.-!0. 
2) Se p é um ideal primo de R tal que np1 ~ p, ent~o existe 
um ideal primo q de D tal que D = R q p 
3) Se d := dimCD) e pá um ideal primo de R de altura maior 
que d, então llp. ~ p. 
l. 
4) Se D é um dominio de Prufer t.al que para cada ideal 
maximal m de D que contem ()p. , R é um anel de valorizaç~o. 
l m 
então R é um dominio de Prufer. 
5) Se para cada i, é um ideal maximal de R, ent~o 
di mC R) ::; di mC D) + 1 . Se além disso, o grupo de valores de 
cada V. é um subgrupo de ~. e D .-! K, então dimCR) ~ dimCD). 
1 
Prova: 1) Par a t.odo i , a Em. 
l. 
1 logo vi [a-] = K pois V. l 
é um anel de valorização de posto 1. Assim, por [A-M-pag.39l 
1 1 1 1 1 
R [a-] = D(a-]nv1 [a-]n· • •nVn [a-] = D(a-] 
2) Seja a E llp. - p. 
l. 
1 Ent~o pR [a-] é um ideal primo de 
R ( ~ ] = D( ~ ] , logo, q := pR(; ]110 é um ideal primo de D 
1 1 
e qnR = pR (--a]nDIIR = pR(-a]nR = P· Logo, R ~ D Seja p q 
d 
--
E D onde d E D e s E D - q. q Como D s 
•""' d R( a1 ] en..,~o ,s E n n Seja n E ~ tal que a d,a s E R. Ent~o 
d 
-- = s 
n 




E R poi s a , s fi! q , p logo, 
n 
a s e q e portanto, 
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3) ~ja p um ideal primo da altura maior que d e suponhamos 
por absurdo que ~. ~ p. Por (2) existe um ideal primo q de D 
~ 
tal que R = D Assim, p q 
d < htCp) = dimCR ) = dimCD ) = htCq) ~ d p q 
o que é um absurdo. Logo, ~i s;;; p. 
4) Seja m um ideal maximal de R. Se ~i s; m, ent.~o. por 
hipót.ese, Rm é um anel de valorizaç~o. Se npi ~ m, ent~o por 
(2), ~xist.~ um id~al primo q d~ D t.al que R = D que é um 
m q 
anel de valo r i zaç3:o, pois D é um domi ni o de Pr ufer. Assim, 
por [E-pag.73] R é um dominio de Prufer. 
6) Seja d := dimCD). Para cada i, htCpi) ~ d + 1 pois, caso 
contrário, se htCp.) > d + 1 para algum i, existe um ideal 
l. 
primo p c pi com ht.Cp) ~ d + 1. Logo, por (3) e por 
[ A-M-pag. 73], existe j e {1, ... , n} tal que p j s; p c pi o que 
~uma contradição, pois por hipótes~, p. é maximal. Sem é um 
J 
ideal maximal de R, m ~ pi Vi, então ~i ~ m. Logo, por (3), 
htCm) ~ d. Assim, dimCR) ~ dimCD) + 1. 
Se o grupo da valores de cada V. é um subgrupo de ~. 
l. 
podamos supor que cada v. 
l. 
irredundante na interseç~o 
DnV n• • •V pois se, por exemplo, V n3:o é irredundant.e, os 
1 n n 
resultados de C1) a C4) valem para R = DnV n• • •nV 
1 n-1 
então por 
Por [E-pag.61], htCpi) = 1. 
Se m é um ideal maximal 
p ri• • •np ~ m. 
1 n 
Logo, por (3). 
dímCR) ~ dimCD). • 
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(3). htCp ) ~ d. 
n 
e m ~ Vi, 




Como aplicação do resultado anterior, vamos determinar 
i de ais maximais mini mais em um domi ni o de Kr ull da f' o r ma 
<tH x J nv. 
Seja p um número primo seja 
xz 
R = ZCp) (X, p , ... , = <DCXlnV onde V é o anel de 
valorizaç~o associado à valorizaç~o de <Q[XJ def'inida por 
i 
v(I).. X ) 
l 
= mi n{nv C a.) p l + Cn-1)i} onde v p é a valorizaç:lo 
p-ádica deZ e I)..X1 E 2CXJ Cveja exemplo após C3.3)). Como 
l 
p E m nR 
v 
p 
cCR)•. = eC<QCXJ)•V{V}. 
unidade em <DCXJ, entil:o por C3.1), 
Seja f E 2CXJ irredutivel e da f'orma f' = {: : ~~g :: ~~~ 
onda a E 2 - p2 a g e 2CXJ. Seja w a valorizaç~o f-ádica de 
<Q[ X). Ent..S(o .....C f') = 1, vC f) = O e w• C f') = O para as out..ras 
valorizaç~es essenciais para R pois como vimos acima, 
e( R) • = cC<Q[ XD •V{V}. 
primo minimal de R. 
Assim, por (4.11) m nR = f'R é um ideal 
v 
Temos que fR é um ideal maximal pois caso contrário, se 
fR c m para algum ideal primo m, então por ~(4.13)-3) p Em e 
sG n ~ 2, X e m e port..ant..o, a e m o que é um absurdo,pois a é 
uni dada am R. 
Assim, f R é um ideal maximal e mini mal de R. 
Exemplo 1: O ideal de 2Cp)[XJ gerado por pXn + 1 é um ideal 
maximal e minimal V n E ~. 
3 2 Exemplo 2: 3X + 6X + 12X + 2 é um polinômio i r r eduti vel de 
2C X J C c r i t..ér i o de Ei senst..ei n). Assim, o ideal de 2( 3 ) [ XJ 
gerado por est..e polinômio é maximal e minimal. 
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Se D é um dominio de Dedekind e V é um anel de 
va.lorizaç~o principal, nem sempre rxw um dominio 
noe~heriano (veja [N-Example pag.89J. Em [H-O-pag.8Q5l ~emos 
que se m nR é um ideal maximal , en~~o R é noe~her i ano, mas 
v 
nes~e caso, por (4. 7), R é um dominio de Dedekind, logo 
precisamos veri~icar o caso onde m nR n:l:o é maximal . 
v 
Em 
[ H-pag. 9J ~emos que se o radical de jacobson de D ~or nl:o 
nulo, en~~o R é noe~heriano. Nes~e caso, como es~amos 
considerando D dominio de Dedekind, en~~o D é uma in~erseçl:o 
fini~a de anéis de valorizaç~o principais, logo, R ~ambém é 
e por~an~o R é um dominio de Dedekind. 
A par~ir de ~écnicas u~ilizadas em [Eal é possivel ob~er 
uma condiç~o para que DnV seja ainda noe~heriano, o que será 
fei~o no próximo resul~ado. Em [ EaJ ~emos o seguin~e 
resul ~ado C Theorem 1. 15): 
"Suponhamos que R seja um dominio que não é anel de 
va.l o r i zaça:o e seja K seu corpo d.;. ~r aç2S.;.s. EnUlo R[ Otl é 
noe~heriano para ~odo 0t E K R se e somen~e se R é 
noe~heriano." 
C4.14) Proposição: Sejam D um dominio de Dedekind, V um anel 
de valorização principal e R:= DnV ~ais que K é o corpo de 
frações de D, R e de V. Se R[ xl é noe~heriano para ~odo 
XE m - R, en~~o R é noe~heriano. 
v 
Prova: Se di mC R) = 1 , en~~o R é um domi ni o de Dedekind, 
logo, noe~heriano. Vamos supor en~~o que dimCR) > 1. Seja 
a E m í'IR. 
v 
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Afirmação 1: Existe bER tal a e R. E R que X := 
"""b e se c 
t-al a c R, então c R. que 
--,;-- E -,:;-- E 
Afirmação 2: R 
-
R[xl 
aR = XR[xJ 
Vamos provar a proposição e depois as afirmaç~es. 
Seja p um ideal primo d~iit R de altura maior que 1. Por 






= xR[xl que é noetheriano pois R[xJ é noetheriano. 




a, ... ,a E R e portanto, pé gerado por a,a , ... ,a. Assim, 
1 n i n 
todo ideal primo de R de altura maior que 1 é finitamente 
gerado e então por [M-pag 295J, R é um dom1nio noetheriano. 
Prova da afirmação 1: Como dim(R) = 2, então R~ D, 
logo, por (1. 2), • V E eCR) . • Como eCR) é de caráter finito 
exist-e no má.ximo um número finito, digamos 




E &C R) • onde a não é unidade. Como dimCR) > 1 
• então por eCR) é infinito pois,caso contrá.~io, R seria um 
dominio de Dedekind 
w 
n+1 
• E &(R) - {W , ••• , W }. 
1 n 
[ EJ -pag. 78J, logo existe 
Por C4. 8) existe bEl< tal que 
w. C b) = O par a i =1 , . . . , n; w + C b) > O e wC b) . 2:: O par a as 
~ n i 
outras valorizações essenciais para R e portanto bER. 
a a 
vC:s-) = vCa) - vCb) = v(a) > O, logo, -s- E mv 
w C~) = w C a) - w C b) = -w C b) < O. 1 ogo. ~ e R. 
n+1 b n+i n+i n+i o 
$a cER tal a c que -s- E R. Então Vi=l, ... ,n w. Cb) = O, 
~ 
logo, wi C ~ ) 2:: O. Se w é uma valorização essencial para R, 
w ~ w i Vi =1 , ... , n então wC a) = O, 1 ogo, wC ~ ) = wC a~ ) 2:: O 
· ac R A · c R d f' ~ 1 po~s -,:;--E . ss~m. -g- e , provan o a a ~rmaç~o . 
Prova da afirmação 2: Vamos proceder como na prova do 
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Teorema 1.16 de CEaJ. Inicialmen~e vamos mos~rar a igualdade 
9.R = xR[ x) nR. Como aR ~ aR[xJ = bxR[xJ ~ xR[xJ, Qn~~o 
aR ~ xR[xJnR. JnR. 
Seja y e xRCxJnR, y := xCa +a x+•••+a xn) onde a ER Vi e 
o 1 n i 









a Ca ) Ca x.) 
o n n 
+ . . . + Ca x)n+t 
n 
que é uma 
equação de dependência in~egral de a x sobre R. 
n 
Como R é 
in~egralment..e f'echado, a x 
n 
e R por~an~o 
n-1 y = x(a +ooo+Ca +a x.)x ) con~radizendo a minimalidade de 
o n-s n 








x = y E R, logo -s-- e R 
pois b foi tomado de forma que valha esta propriedade. Assim, 
a 
o y = a-s- e aR e port..an~o. xRCxJnR = aR. R c RCxJ Assim. ãir - XR[ xl 
Mas cada elemen~o de R[xJ é congruente a algum elemen~o de R 




xR[xJ • provando a af'irmaç~o a .• 
44 
5. APLICAÇõES DOS RESULTADOS DO PARÁGRAFO 4 
Nest-e parágraf"o vamos apresent-ar algumas aplicaçeses dos 
resul t.ados do parágraf"o ant-erior. Vamos enunciar condições 
para que t-oda subint.erseçti(o de um donúnio de Krull seja um 
dominio de Dedekind , verif"icar quando um donúnio de Krull é 
interseção de um dominio de Dedekind com um dominio de ideais 
principais semilocal, apresentar uma nova prova que o anel de 
funções de Kronecker é um donúnio de ideais principais e 
finalment-e, apresent-ar um exemplo de um donúnio de Dedekind a 
partir da int.erseç~o de uma ex1-ens~o f"inila de um anel de 
-t polinômios com uma exlens~o da valorizaçti(o x - ádica. 
D.D.Anderson D.F.Anderson, em CA-A-pag.270l 
apresent-am condições para que lodo sobreanel de um donúnio 
seja um donúnio de Krull. A parlir da caraclerizaç~o de 
donúnios de Krull com grupo de classes de lorçt:o C4.10), 
vamos apresentar a seguir, condições para que loda 
subinterseç~o própria de um dominio de Krull seja um dominio 
de Dedekind. 
C 5. 1) Proposição: Seja R um dominio de Krull com grupo de 
classes de t.orçgo, Enl~o t-oda subinlerseção própria de R é um 
dominio de Dedekind se e soment-e se R é quase local de 
dimens~o 2 ou R é um dominio de Dedekind. 
Prova: C-+) Suponhamos que loda subinlerseç~o de R é um 







uma cada i a da primos em R a seja 
c 1. 4). R(~ ] é uma subint.arsaç~o 
dimCR ( ~ ]) 2! 2, logo, R(~ ] ni:o 
aep • a 




é um dominio 
contradizendo a hipótese. Se dimCR) = 2 mas R 
Ent~o. por 
[ A-M-pag. 41 l, 
de Dedekind, 
ni:o é quase 




ideais maximais distint.os de R com 
htC m ) = 2 e seja a E m , a fi!! m 
t z 1 
Da mesma forma como foi 
verificado acima, R [ ~ ] é uma subi nt.er seçl:o de R e ni:o é um 
dominio de Dedekind, t.ambém contradizendo a hip6t.ese. Assim, 
R é quase local de dimensão 2 ou R é um dominio de Dedekind. 
(<=) = <V.). I 
l lE 
D uma subinterseç~o de R, e 
• • • J : = {Hiil/V. co&( R) -&(0) ~· Por (4. 10), para cada j~ existe 
l 
x .eR tal que v .ex.) > O e vl.. CxJ.) = O ViEl-{j~. Seja S o J J J 
sistema multiplicativo gerado por {x ./jeJ}. 
J 
Por C1. 4) 
.s=CS-1R)• = {V. /iei-J} = &CO)•, logo, O = S-1R. Como R é local 
1. 
de dimensão 2 e para cada jeJ, xjER e xj ni:o é unidade, enti:o 
por ( A-M-pag. 41 J, di mCD) = 1, 1 ogo, D é um domini o de 
Dedekind.• 
C5. 2) Corolário: Seja R um donúnio de fat.oração única quase 
local de dimensão 2. Então toda subinterseção própria de R é 
um dominio de ideais principais. 
Prova: Se S é uma subinterseç~o de R, ent.i:o S é um 
dominio de fatoração única (veja observaçl:o após 4.10). Por 
C5.1), Sé um dominio de Dedekind. Assim. Sé um dominio de 
ideais principais.• 
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Em [ A-A-pag. 6), D. D Anderson a D. F. Andarson verificam 
qu~ o grupo d~ class~s d~ um dominio de Krull R é fini~aman~e 
gorado s~ ~ somen~a se R = R nR com R e R subin~erseç~es 
1 2 t 2 
da R, R dominio de fa~oraç~o única e R dominio de ideais 
1 2 
principais semi local. A seguir. vamos carac~erizar dominios 
de Krull do ~ipo R = R nR para R dominio de Dedekind e R 
1 2 1 z 
dominio de ideais principais semilocal, utilizando a 
~opologia da Zariski. 
~ja R um dominio com corpo de fraç~es K. Como em [S-ZJ, 
a superficie de Riemann de R é um espaço ~opol6gico XCR) 
formado pelos anéis de valorizaç~o de K que con~ém R. Uma 
base de abertos em XCR) é dada pelos conjuntos 
ECx ' ... ,x ) := {VeXCR) I X.EV Vi =1, ... , n• 1 n ~ 
= {VEXCR) I R[x 1 , ' .. .x n ) s; V} 
= XCRCx 
'' ' ' 'X J) 1 n 
onde {x , ... , x • per cor r e os subconjuntos f i ni tos de K. 
1 n 
C6. 3) Proposição: Seja R um dominio de Krull com corpo de 
fraç~es K, R ~ K. São equivalentes: 




um anel de valor i zaç~o principal e D, 
mesmo corpo de fraç~as. 
V , •••• V e R t.ém o 
1 n 
2) ~ CR) := ~CR)U{CO)} con~ém um aber~o n~o vazio de SpecCR). 
o 
3) &CR) contém um aber~o n~o vazio de XCR). 
4) A in~erseç~o dos ideais primos de R, de al~ura maior que 1 
é n~o nula. 




Seja a e Rnm~···nm, a~ O. Por C4.13-3), 
1 n 
X := {p E SpecCR) /a e p} ~ ~ CR). Como CO) E X , ent~o X 
a o a a 
é um aber~o n~o vazio de SpecCR) con~ido em~ CR). 
o 
(2) .... C3) 
1 EC--). 
a 
Seja a E R, a ~ O ~al que X ~ ~ CR). 
a o 
Seja 
V E Como 1 a E R s; V e - E V, 
a 
por~an~o m nREX ~~ CR). Logo, por C1. 3), V E &CR). Assim, 
v a o 
EC~) s; &CR) e como K E EC--1-) en~~o &CR) con~em um aberto 
a a 
n~o vazio de XCR). 
C 3) -+ C 1) Seja EC x , . . . , x ) ~ &C R) onde x , . . . , x E K. Como 
1 r 1 r 
eCR) é de caráter finito, então exis~e no máximo um conjun~o 
fini ~o de elemen~os de &CR), digamos, v1 , ... , Vn ~ais que 
{x , ... x } (Z V. Vi E{l , ... , n}. Assim, 
1 r 1. 
dlil R[ X , •••• X ] • 
1 r 
EnUJ:o D é a 
interseção dos elemen~os de &CR) Se 
eCR) - {V1 •... , Vn} ~ {K} então D é uma subinterseç~o de R, 
logo, O é um dominio de Krull e &CO) = &CR) - {V , ••• , V } = 
1 n 
XCR[x , ... ,x ]) = XCD) Cveja observaç~o após 4.10). Logo, por 
1 r 
definição, O é um donúnio de Prufer e por C1. 6). D é um 
domi ni o de Dedek i nd. Como &( 0) = &C R) - {V , . . . , V } , enU(o 
1 n 
R = Dr·w1 , ... , Vn. Se &CR) - {V1 , ... , Vn} = {K}. entlro D = K e 
t.ambém, R= onv1 •... ,Vn. 
(2) ... (4) Seja aER, aõ*!O ~al que X 
a 
Assim, 
per~ence a ~odo ideal primo de R, de al~ura maior que 1. 
a 
C4) ...,. C1) Se dimCR) = 1 en~~o R é um dominio de Dedekind e 
n~o há nada a provar. Se dimCR) > 1, seja aER, a~O tal que a 
per~ence a todo ideal primo de R, de al~ura maior que 1. Seja 
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1 D : = R [-a]. Ent~o dimCD) = 1. isto é, D é um dominio de 
[)Qdr;;tk i nd .., por C 1 . 4) • &C D) = ~V.;;&( R) / at~~mJ-. Como R ó um 
domi ni o de Kr ull • entíiro exi s'te somente um número f' i ni t.o. 
digamos, V •...• V e .s:C R) tal que aem • 
vi 
i =1 •...• n. Assim. 
i n 
• • eCR) = eCD) ~V •...• v} e por-tanto. R= DnVn•••nV ·• 
i n 1 n 
Na condiçã:o (1) da proposiçã:o an-terior 'temos que R é 
interseçíiro de um dominio de Dedekind com um dominio de ideais 
principais semilocal, como consequécia do lema abaixo: 
(5. 4) Lema: Seja ~Vi}~=l uma :familia de anéis de valorização 
n 
principais de um corpo K e seja R:= n v. 
i =1 .l 
dominio de ideais principais semilocal. 
Ent.~o R ó um 
Pr-ova: Por de :f i ni çã:o, R é um domi ni o de Kr ull e por 
(E-pag.7SJ R é um dominio de Prü:fer semilocal, logo, por 
(1.5), R é um dominio de Dedekind semilocal. 
Por ( 4. 9). para cada i E-{1 , .••• n} exi s'te a.eK 
.l 
'tal 
v. C a. ) = 1 e v . C a. ) = O par a todo j E-{1 • • • • • n}-{i } . 





e por (4.9), R é um dominio de :fa'toraç~o única. Assim, R é um 
dominio de ideais principais semilocal.• 
Exemplo: Se R é um domi ni o de Kr ull de di mens:l:o 2. quase semi 
local, ent~o R é int.erseçã:o de um dominio de Dedekind com um 
dominio de ideais principais semi local pois a in'terseç~o dos 
ideais primos de al-tura 2 é uma int.erseç~o :finit.a, logo, n:l:o 
nula. 
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Em [G-pag.552J ~amos que o anel de funçees de Kronecker 
de um dominio de Krull com respei~o é. v-opera.ç~o é um 
domi ni o de ideais pr i nci pais. I s~o é ob~i do a par ~i r de 
M-opera~ion mos~rando que ~al anel é um dominio de Bezou~. 
logo, um dominio de Prüfer. Na. próxima. proposiç~o faremos uma. 
nova prova des~e resul~ado a pa.r~ir das condiç~es de 
aproxima.çiii:o que aparecem em C4. 6) e C4. Q), 
C 5. 5) Proposição: Sejam R um domini o de Krull , K : = QC R) e 
• seja &CR) = {V.}. I . ~ ~E Para cada iei seja W. a e~ensão de V. ~ ~ 
a KCX) Cresp. KCCX))) associada 
wi ( E aJ.xj) = min{v. C a.)}, para j ~ J 
é valorização definida por 
i E aiX e RCXJ Cresp.RCCXJJ). 
Seja T = n W. . En~ão T é um donúnio de ideais principais. 
iei ~ 
Prova: Vamos mos~rar que T é um dominio de fa~oração 
única e um donúni o de Dedekind e conclui r que T é um domini o 
de ideais principais. 
Para provar que T é um dominio de fatoração única, vamos 
provar o i~em C2) de C4.Q): 
Seja iei. Por C4. 9)-(2), que v. Ca) 
~ 
= 1 e 
v.Ca)!:::O 't'jEI-{i}. Como {V.}. I é de caráter finito, existem J ~ ~E 
i , ... , i E:I ~ais que v .(a) = O VjEl-{i, i , ... , i }. Novamente, 
1 r J 1 r 
por C2. 3) -(2), exis~e b e QCR) ~al que v.Cb) 
~ 
= 1 • 
V. (b) = 
~ 
= v. C b) = O e v . C b) !::: O V j El -{i , i , ... , i } . 
~ J 1 r 
1 r 
Assim, w. C a + bX) = mi n{v. C a) , v. C b)} = 1. 
~ ~ ~ 
w .C a + bX) 
J 
j E{ i , ... , i } 
1 r 
= min{vjCa) ,vjCb)} 
en~ão v .Cb) = O e 
J 
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= O 't'jEI -{i} pois se 
se je{i, i , ... , i } en~ão 
1 r 
.r 
v .C a) = O. Logo, por C4. 9), T é um dominio de fatoração j 
única. 
Para provar que T é um dominio de Dedekind, vamos provar 
o item (4) de C4.6): 
&..jam X := f g w. l )(õà!0. onde f,gGR[Xl 
C resp. R[ [X) J). 
v 1 Cy) >O, pois neste caso, w. C x-y) ~ mi n{w1 C x) , w. C y)} > O e l l 
w . c y) = v c y) > o j j - . Vamos supor então que w1 (x) = O, isto é, 
w.Cf) = w.Cg). Tomando 
l l 
seja J : = {j 
i f:= E fiX E R[XJ Cresp.R[[XJJ) e 
i g :=E g.X E R[Xl resp.R[[Xll), 
l 
/ v. C f.) = w. C f)} e seja h : = E f .Xj. 
l J l j~ J 
Então 
w.Cf-h) > w.Cf). Seja rem, r > w.Cf). Tomando os elementos a 
l l l 
e b dofinidos no parágrafo anterior, isto é, tal que 
v. C a) =v. C b) =1 
l. l 
e min{v .C a), v .Cb)}=O 
J J 
X2 h y := 
ar + brX + X2 g 
S"3 j El -{i} então w. C X2h) 
J 
w.Car + brX + X2 g) = 
j 
2 2! O poi s X h E R [ X J. 
VjEI-{ih 
C r brX Xz Xa Xm+z = w. a + + g + g + · ·• + g + 
Assim, 
w. Cy-x) = 
l. 
J o • m 
= min{v.Car),v.Cbr),v.Cg ), ... ,v.Cg ), ... } 
J J J o J m 
= O pois min{v .C a), v .Cb)} = O. 
J J 




X2 gCh - f) - <ar + brX)f 
r r z Ca + b X + X g)g 
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) > o pois: 
seja 
... ) 
z r r 
w.CX gCh-f)-Ca +b X)f) ~ 
~ 
= min{w1 Cg)+w1 Ch-f) ,min{rv1 (a) ,rv1 Cb)}+w1 (f')} 
= min{w. C f) +w. C h-f), r+w. (f')} 
~ ~ ~ 
= min{w.Ch-f),r} + w.Cf) 
~ 1 
> w. (f) 
1 
w. CCar + brX + X2 g)g) 
~ 
+ w. (f) 
~ 
r 
= w. C a 
~ 
= 2w. C f). 
1 
+ brX + X2g) + wiCg) 
z 
= w.CX g) + w.Cg) = 2w.Cg) = 2w.Cf') 
~ ~ 1 1 
-----------1----------------
wi(ar + brX) = min{vi(ar),wiCbr). 
= mi n {r v i C a) , r v i C b) } 
= min{r,r} =r > 
z > wCf) = wCg) = wCX g) 
Assim verificamos o i~em (4) de C4.6) e por~an~o. T é um 
dom1nio de Dedekind.• 
Finalizando parágrafo, vamos apresen~ar uma 
aplicaç~o das Proposiç~es (4.7) e (4.12). 
Exemplo : Sejam K um corpo de carac~eris~ica diferen~e de a, 
x uma i nde~er minada e 2 y = 
zn 
X + 1 onde n é um in~eiro 
posi~ivo. Seja D o fecho in~egral de K[xl em KCx.y). Sejam 
-t V : = K[ x l Cx-1) , W uma ex~ens~o de V a KCx. y) e R : = DnW. 
Vamos mos~rar que R é um dominio de Dedekind e que R é um 
dominio de ideais principais se e somen~e se n=1. 
A:firmação 1: K[ x, yJ = D. 
Prova: Como y é raiz de Y2 - Cx2 n + 1) e D[Yl e D é o 
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fecho i n'l~gral de K( xJ , ent-ão K( x, yJ s; D. Por out-ro 1 a.do, 
K[x,yJ é int-egralment-e fechado CF-pa.g.4Q), logo, 'lemos a 
igualdade.• 
Afirmação 2: Exi s'lem duas ext-ensões de V a kC x, y) e cada. 
ext-ensão é um anel de va.loriza.ç~o principal. Além disso, se w 
é a valorizaçã':o normalizada associada a uma ex'lens~o de V, 
G>n'lão wCy) = -n e podemos considerar wCy-xn) = n. 
Prova: O polinômio Y2 C 2n - X 
irredu'livel, pois caso con'lrãrio, se 
+ 1) 
y 2 - Cx2n + 1) = CY - f')CY - g) 
E KCx) [ Yl é 
onde f, gEKC x) , ent-ão Y2 - C x 2n + 1) = y 2 - c f' + g) y + fg, 
1 f ~ ~ f 2 -- x 2 n + 1 é b d i ogo, = -g e por~a.n o o que um a sur o po s 
x
2
n + 1 não t-em raizes múlt-iplas. 
Assim, ( KC x, y): KC x)] = 2 e en'l~o por [ E-pa.g. QQ] exi s'le 
no mãximo duas ex'lenseses de V a KCx,y). Seja. W uma ex'lensã:o e 
seja w uma valor i za.çã':o assoei a.da. ta.l que w I KC x) 
que wCy) = !wey2) = !wex2n + 1) = !vex2 n + 1) = -n. 
2 2 2 
=v. Temos 
Temos 'lambem que O = wC1) z 2n n n = wC y -x ) = wC y-x ) + wC y+x ) . 
considerarmos n wCy-x ) ~ O, n n como wCx ) = vCx ) = -n, 
logo, n n n wCy+x ) = wCy-x +2x ) = -n. 
n n n Como wCy-x ) + wCy+x ) = O en'l~o wCy-x ) = n. 
Seja T o aut-omorfismo de KCx,y) sobre k(x) dado por 
T(f+yg) = f'-yg onde f',g E KCX). Definindo 
n n n 
w'Cy+x ) : = wCTCy+x )) = wC-y+x ) = n ;;ti! -n. Logo, w ;;ti! w• e 
'lemos en'l~o duas ex'lenseses de V a KCx,y). 
Analogament-e 'leremos duas ext-ensões se considerarmos 
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n 
wCy-x ):$0 e por CG-pag.260J cada valorizaç~o é discreta de 
post.o 1.• 
Af'irmação 3: Se W' E &(K[x,yJ)* ent~o W' é ext.ens~o de algum 
anel de valorizaç~o de &CkCxJ)*. 
Prova: [ B-Cap. VI I ,1. 9, Proposi ç~o 12J. • 
Af'irmação 4: Se W é uma ext.ens~o de V a KCx,y) entt:o 
R C:= KCx,yJ~W) é um dominio de Dedekind. 
Prova: Em vista da prova da Afirmaç~o 2 podemos 
consid~rar n w<y-x ) = n. Seja p = m rlR. 
w 
n Como y-x 4iii p ent..t:o 
por C2. 4) R e KC x, yJ t..êm o mesmo corpo de f'raçeses. Assim, 
para provar que R é um dominio de Dedekind basta provar que p 
á maximal e aplicar C4.7) pois por [G- pag.495J, KCx,yJ é um 
domi ni o de Dedekind. 
Suponhamos por absurdo que p n~o é maximal. Como 
n w< y+x ) = -n Gmt..~o R ;11! K[ x, yJ , logo, por C1. 2) 
por C1. 3) p E nCR). Seja m um ideal primo de R de alt..ura 2 
Cpor (4.13) pÇm) e seja q e nCR), q ~ p e tal que q ç m. Por 
* * C1.3) R E &CR) ç eCKCx,yJ) . Pela Afirmaçt:o 3, t..emos que R q q 
á ext..ens~o de algum anel de valorizaçt:o de &CKCxJ)*, digamos, 
de KC xJ C g) , 
m m-1 g = x +a x + ... +a E KC xJ, logo, g e qR . Temos: 
~ o q 
wCgnCy-xn)~ = wCgn) + wCCy-xn)~ = -nm + mn = O, logo, 
n n m g Cy-x ) E KCx,yJ~W n n m = R. Como g C y-x ) E qR q 
gnCy-xn)m e qRqnR = q. 
ent~o 
(1) 
Temos ainda que Cy-xn)z + 2xnCy-xn) z zn = y -x = 1 , 1 ogo, 
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n 2 n n m [C y-x ) +2x C y-x ) J = 1, assim, m nm n m h +2 x C y-x ) = 1 
m . . 
m... n 2~ n n m-~ 
onde h : = E C. J(y-x) [2x Cy-x )) E K[x,yJ e 
. l. 
l.=:l 









n nm g -x g t.em grau· menor que 
1 
wCg )) -nm e assim 
1 
w< g C y-xn) ~ > -nm+nm=O e por t.an t.o 
1 
n m g Cy-x ) E p 
1 
mn nm m nm h +2 g C y-x ) -2 g C y-x ) = 
1 
m n n m 
= h+2 Cg -g )Cy-x ) 
1 
Por (3), h e p 
Por (1), 2mgnCy-xn)m e q 
m n m PorC4), 2 g Cy-x) E p 
t 
C2) 





Ent.:ão por C 5) m n n m n m 1 = h + 2 g C y-x ) - 2g C y-x ) E q + p ~ m. 
:l 
Absurdo pois m é um ideal primo. Assim, p é um ideal maximal 
e ent.:ão por C4.7), R é um dominio de Dedekind.• 
Afirmação 5: Sejam f,g,f ,g eK[xJ. EnUiJ:o: 
1 1 
i) Se f+yg = f +yg ent.:ão f = f e g = g
1
• 
1 1 1 
i i) f+yg é uma unidade em K[ x, yl 
(f+yg)(f-yg) E K-{0}. 
se e soment.e se 
Prova: Segue do fat.o que KCx,y) é uma e~ens~o de grau 2 
de KCx). • 
Afirmação 6: R é um domi ni o de ideais pr i nci pais se e soment.e 
se n=1. 
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Prova: Como na Afirmação 4, vamos 
n 
wCy-x ) = n. 
Se n = 1, ent~o w<y-x) = 1. 
r;mtão w 
1 
* Se W E &(R) , 
1 
* E &(J<[ x, yD ' 
considerar 




Afirmaç~o 3, W é umaextens~o de algum anel de valorizaç~o de 
i 
* eC K[ xl) , digamos, de para. algum f J<[ xl 
irredutivel. Seja w a valoriza.ç~o normalizada associada a 
1 
W • Então w (f) > O. 
1 1 
















w C y+x) =w C y-x+2x) =O pois w C y-x) > O = w C 2x) , 
1 1 i 1 
z z 
w C1)=w Cy -x )=w Cy-x)+w Cy+x)>O. Absurdo. 




w Cy-x) = O. Assim, por C4.11) p = Cy-x)R e ent.~o por (4.12) 
1 
R é um dominio de fat-oração única. Como pela Afirmaç~o. 3 R é 
um domi ni o de Dedekind, então R é um domi ni o ·de ideais 
pr i nci pais. 
59 n > 1 vamos most-rar que n~o exist.e g E R t.a.l que 




• E &CR) - {V}. Suponhamos por 
absurdo que exist-e t.al g. Como R= K[x,ylnW, ent.~o por (1.3) 
• * eCR) s; &CK[x,y]) u{W} e como R é um dominio de Dedekind, 
ent-ão por (1. 6) • * &C R) = &C J<[ x, yl) u{W}. Assim, se 
* w E &( K [ X' y] ) • 
1 
então w Cg) = O, 
1 . 
logo, 
K[x,yl, digamos, g=g +yg onde g , g EK[ xl. 
1 2 i 2 
5-ii, Cg +yg )(g -yg ) = c E J<-{0., logo, 
1 2 1 2 
wCg +yg ) + wCg -yg ) = wCc) = O e port.a.nt.o 
1 z i 2 
wCg -yg ) = -wCg +yg ) = -w(g) = -1. 
1 2 i 2 
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g é unidade em 
Pela Afirmação 
gt ~ o pois caso contrário 
-1 = wCyg) = wCy) + wCg) = -f) 2 2 
92 ~ o pois caso contrário, 1 
absurdo. Assim, o e 
+ wCg) s -n < 2 












wC g +yg -2yg ) = w<g-2yg ) 
2 
= -n < -1. 1 2 2 
Absurdo. Assim, n~o existe g E R tal que w<:g) = 1 e v<g) = O 
para todas as outras valorizaç~es essenciais da R. Logo, por 
C4.0) R não Q ~m dominio dq ~a~oração única q por~an~o não Q 
um dominio de ideais principais. 
Afirmação 7: R t n n = K [ {x Cy-ax )}t=1 ] . 
An~as da provar a a~irmaç~o 7 vamos ~azar um lama: 
Lema : Seja T ~ n n : = K [ {x Cy-x )}t=l ] 2 n-t +yK[xJ+xK+x K+• • •+x K. 
Entao K[x,y) = T. 
Prova: E; claro que T s;; K[x,yJ. A ou~ra inclus~o vamos 
fazer por passos: 
Passo 1: Para O~u<n: n+u u n u n u X = X X = X C X -y) + yx E T. 
Passo 2: Para O~u<n: zn+u X = n n+u X X = n u n u x [x Cx -y)+yx J ( t> 
n+u n n+u 
= x Cx -y) +x y u n u n n+u = [x Cx -y)+yx JCx -y)+x y = ( t ) 
u n 2 u n n +u u n 2 n+u 2 u n+u 
x Cx -y) +yx Cx -y)+yx = x Cx -y) +yx -y x +x y = 
u n 2 n+u 2n u u n 2 n+u zn+u u 
x Cx -y) +2yx -Cx +1)x = x Cx -y) +2yx -x -x + 
2n•u u n 2 n+u u 2x = x C x -y) +2yx -x + 
zn+u 1 u n 2 n+u u 
X - z [ X (X -y) +2yx -x ] E T. 
Passo 3: 
Passo 4: 
Para O:Su<n: n•uc n ) X X -y 
r n s 
x Cx -y) E T se r~ns. 
zn+u n+u 




~ s = O antão r = O. Seja antão s > O. 
Sa r=ns antao 
r n s n n s ( t n 
x Cx -y) = [x Cx -y)J e K {x Cy-x )}0~l~n ] s; T. 
Se r<ns sejam q,u inteiros positivos tais que r=qn+u e OSu<n. 
Então qnSqn+u=r<ns, logo, q<s, digamos, s=q+t, teZ, O<t. 
r n s r n q n l u qn n q l 
x Cx -y) = x Cx -y) Cx -y) = x x Cx -y) Cx-y) = 
n n q u n n l-t [ l n ] [ x C x -y) J x C x -y) C x -y) e K {x C y-x ) } oSt.Sn s;; T. 
Passo 6: xxnsCxn-y)s ~ T. Por induç~o sobre s: 
Para s = O lemos que xeT. 
ns s Hipolese de indução: s ;::: O e xx Cy-x) e T. 
n<s•uc n ) S+t nc n ) nsc n ) s XX X -y = XX X -y X X -y 
n+t n ns n s 
= x Cx -y)x Cx -y) 
( zn+t n+t) nsC n )s = X -yx X X -y 
t n 2 n+t n+t ns n s 
= {-[xCx -y) +2yx -xJ-yx }x Cx -y) 
(f.) 2 
t n z n+t t n+t ns n s 
= { -xC x -y) +yx --x-yx }x C x -y) 
2 2 
s ns•tc n )s+z t ns( n )s e T por ( 4) = -x x -y --xx x · -y 
2 2 
a hipótese de indução. 
Passo 6: Vx:::o. m x e T. Por indução sobre m: 
Se m = O então xm = 1 e T. 




XX = x(soma de lermos da forma 
r n s j 
a[x Cx -y)J , yfCx). bx ) onde OSrSns, OSjSn-1, s~O. a, bel<, 
f( x)EK[ xl. 
m+t 
X =soma da lermos da forma yxfCx), bxj•t e 
= {
axxns C xn -y) s se r =ns 
r+tc n )s ax x -y 
r+tc n )s 1 < ax x -y se r+ _ns 
Por (1) e (4) e C5) m+t x = soma de lermos de T. 
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A . m+t T ss~m. x e . 
Passo 7: K[x,yJ ~ T. 
I 
Por (5), xmeT V~O e como T é um K-módulo, ent•o K[xl~. 
KCx,yJ z zn = KCxJ+yKCxl pois y = x +1. Como KCxl e yK[xl sao 
K-subm6dulos de T, en~~o K[xJ+yK[xJ ~ T. 
Assim, K[x,yJ = T.• 
Prova da af"irmação 7: 
[ t. n n ~ claro que K {x Cy-x )}t.=l ] ~ KCx,yJnW. 
Saj a heJ<[ x, yJ. Pelo 1 ema ant.er i or, 
[ t, n n ] onde h 1GK {x Cy-x )}t.=l , h 2 c;K[xJ e 
h = h + yh + h 
t z a 
h ExK +x2 K + • • • +xn-tK. 
a 
Assim, wCh ):2::0; se h ;1!0 en~~o -1 :2:: wCh) > -n e se h ;1!0 en~~o 
1 a a z 
wCyh ) 5 -n. 
z 
Se heW, enUío wCh):2::0. 
Se h õõ~!O ent.~o wCh) = wCyh ) 
2 z 
Se h õõ~!O, en~~o wCh) = wCh) 
a a 
Assim, h [ t, n n E K {x Cy-x )}t.=l 
K[x,yl = [ ~ n n K {x Cy-x )}~=l ] 
5 -n. Absurdo. Logo, h = o. 
z 
$ -1. Absurdo. Logo, h = o. 
a 
] e por~an~o 
•• 
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6. INTERSEÇÃO DAS POTtCIAS DE UM IDEAL PRIMO 
EM UM DOM!NIO DE KRULL 
Para um dominio noetheriano, é conhecida a propriedade 
npn=CO) para qualquer ideal p ~ (1) CA-M-pag.110l. Uma 
pergunta natural que surge é se esta propriedade vale para 
outras ~amilias de dominios satis~azendo algum tipo de 
condiç~o de ~initude, como por exemplo, para a f'amilia de 
dominios de Krull. 
Em [H-L-VJ ~oi contruido um dominio de Krull de dimensão 
i nf i ni ta contendo um ideal primo m tal n que rm ~ CO), mas 
con~inua aberta a quest~o de saber existe um dominio de Krull 
d~ dimens~o ~inita contendo um ideal primo p tal que 
npn ';14 CO) e a f'or~iori, con~inua aberta a ques~il:o com a 
exigência suplemen~ar do ideal primo p ser f'initamente 
gerado. 
Uma classe impor~an~e de dominios de Krull consiste dos 
fechos in~egrais de dominios noetherianos CNa pag.119J. Neste 
parágrafo, verificamos que para um dominio R desta classe 
n ~amos np = CO) para todo ideal primo p. 
Assim, estamos obrigados a olhar para os Cbem mais 
dificais da encontrar) dominios de Krull de dimens~o f'inita 
que ni:ro são fecho in~egrais de dominios noe~herianos. Nós 
verificamos nas~e caso que se p é um ideal primo de altura 1 
C resp. fi ni ~amen~e gerado de al ~ura 2), temos também que 
npn = CO). Assim, estamos obrigados a olhar para os dominio 
da Krull da dimensão maior ou igual a 3. 
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Neste parágrafo vamos responder à ques'L~o aberta 
construindo um dominio de fa'Loraç~o única Ce n~o soment.e 
domi ni o de Kr ull) quase 1 ocal de di mens~o menor ou igual ,a 4 
com um n ideal primo f i ni t.amenle gerado m lal que nm ;t C 0) . 
Nossa cons'Lruç~o combina t~cnicas de Fujita [ FuJ 
Andarson-Mulay CAn-Mul. 
C6.1) Teorema Cde Chevalley): Seja R um dominio noet.heriano e 
seja m um ideal primo de R. Ent~o existe um anel de 
valorização principal V 2 R lal que m nR = m. 
v 
Prova: Podemos supor que R é 1 ocal com ideal maximal m 
pois mR nR = m. 
m 
Sem tem altura 1, seja R o fecho int.egral de R. Pelo 
Teorema de Mori e Nagata CNa-pag.119l, ~ ~ um dominio de 
Krull e existe um ideal n de R 'Lal que nnR = m e n t.em altura 
1. Por (1.3) R é um anel de valorizaç~o principal e 
n 
nR nR = nR ~nR = nnR = m, provando o teorema para alt.ura 1. 
n n 
Se h'L(m) = n > 1, por CNa-pag.37J existem a •...• a E R 
1 n 
'Lais quem é um primo minimal do ideal Ca , ... ,a )R. Como R é 
1 n 
local com ideal maximal m en'L~o m é o único ideal primo que 
contem <a, ... ,a )R. Por CNa-pag.37J exi s'Le um anel de 
1 n 





wC a? = mi n{wC a?, ... , wC a
0
)}. Então B : = R [+• ... , +J ~ W 
1 1 
é um dominio noe'Lheriano e ca1 , ... ,an)B = a 1 B s; m...,ra. logo, 
a B ~ B. 
1 
Seja n um ideal primo minimal de a B. 
1 
Como B é 
noa'Lhar i ano antão n 'Lam al 'L ur a 1 • 1 ogo, existe um anel da 
valorização principal V 2 B tal que m nB = n. Como n cont.em 
v 
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a, ... ,a então m nR contem a, ... a , logo, m nR = m pois m 
1 n v 1 n v 
Q o único idgal primo qug con~Qm a , ... , a e R G local com 
1 n 
ideal maximal m. • 
C 6. 2) Proposiç~o: Seja R um domi ni o noe~her i ano e seja m um 
ideal primo de R onde R é o fecho integral de R. Entilo 
-Provaa Sejam= mnR. Por CNa-pag.119J, existe somente um 
nó mar o f' i ni ~o de i de ais primos de R acima de m, di gamos. 
- -
m,m , ... ,m 
2 n 
Seja x Em- mu•••um. Seja B := R[xl e seja 
z n 
- -
n := mrB. Assim. B é noetheriano em é o único ideal primo de 
-R acima de n pois x E n e nnR = mrR = m. Por (6.1) existe um 
anel de valorização principal V 2 B ~al que mvnR = n. Como 
R S V, por tE-pag.69l R S V. Assim, 
R acima de n, logo, m nR = m pois. 
v 
único ideal primo de 
m rR é um ideal primo de 
v 
-
como vimos acima, m é o 
acima de n. Assim. 
Se p á um ideal primo de alt.ura 1 de um dominio de 
Krull. pois R é um anel p de 
valorização principal. Se p ~em al~ura 2 e é finit.ament.e 
n gerado ent.ão veremos a seguir que também np = CO). 
C6. 3) Proposiç~o: Seja R um dominio de Krull e seja m um 
ideal primo da R f'init.ament.e gerado e de alt.ura menor ou 
nmn igual a 2. Ent.~o = CO). 
n~O 
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Prova: Se htC m) = 1' como f'oi observado acima, 
nm0 = CO). 
n:=:o 
Se ht(m) = 2 então R ~ um dominio quase local 
m 
de dimensão 2 com ideal maximal finitamente gerado. Logo, por 
[M-pag.2Q6l R é 
m 
um dominio noetheriano, e portanto 
Os resultados a seguir ser~o úteis para verificar que o 
~xemplo a ser construido posteriormente é um dominio de 
fatoração única. 
C6.4) Lema: Seja R um dominio e seja aER um elemento primo de 
altura 1, isto é, aR é um ideal primo de altura 1. Ent~o RaR 
á um anel de valorização principal . Além disso, se v é a 
valorização normalizada associada a RaR e se x E R tal que 
vCx) ~ então n algum y E R. n X = a y para 
Prova: Seja J := nanR. Por [K-pag.7 ex.6-(c)l temos que 
J é um ideal primo. Como aR é um ideal primo de altura 1. 
então CO) s; J s; aR, logo, J = CO) pois a fi! J. Assim, por 
[G-pag.226l RaR é anel de valorização principal associado à 
valorização Ca)-ádica. 
Se xeR e vC x) ~n, por i ndução, n x = a y para algum yeR 
pois: 
Se n=1 então x E m nR = aR, logo, x = ay para algum yER. 
v 
Se n>l então v(x) ~ n-1, logo, n-s x = a y, yER e v< y) ~ 1 . 
Então y = az, zeR e assim, x = anz, zeR.8 
63 
(6. 5) Proposição: Sejam R um domi ni o a , ..• , a element-os 
1 n 
primos de alt.ura 1 de R. SejaM o sist.ema mult.iplicat.ivo 
gerado por a, ... ,a. Ent.~o: 
1 n 
1) R = 
-1 
M RnRa Rno • ·nRa R de com uma 
1 n 
~amilia ~init.a de anéis de valorizaç~o principais. 
2) -1 Se M R é um dominio de Krull, ent.:l:o R é um domi ni o de 
Krull. 
3) -1 Se M R é um dominio de ~at.oraçg(o única, ent.:l:o R é um 
dominio de ~at.oraçg(o única. 
Prova: 1) Para cada i , seja v. 
l. 
a valorizaçg(o associada 
ao anel de valorizaçg(o R R 
a. 
Vamos supor t.ambém que se i~j 
1 
ent..~o a. R ;o! a .R, pois em caso de igualdade podemos ret.irar 
1 J 
R da int..erseç~o. 
a.R Assim, se i;o!j, 
J 
~ja X E -1 M RnRa Rn• o onRa R 
1 n 





a para algum aER e r , ... , r E [N, Para cada i, X : = 
X E R 
a. R 
1 
por (M) • 
algum 
1 n 
logo, v. Cx)~O. 
l. 
i st.o é, r r v. Ca)~v. C a t- • •a n) 
l. l. i n 
Pelo 1 ema ant..er i or , 
bER. Assim, 
t..emos que 
X : = 
r r ba. i•••a n 
i n 
r r 







-t M RnR RnooonR R ç R. Como a out.ra inclusg(o é imedia.t.a, 
· a a 
1 n 
ent..ão, -1 R = M RnR a Rn o • o nR a R e por C 6. 4) , para cada i, R R a. 
1 n l. 
é um anel de valorizaç~o principal. 
2) Se M-1R é um dominio de Krull, ent.~o por C1.1), R é um 
dominio de Krull pois R é uma int.erseç~o ~init.a. de dominios 
de Krull. 
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dominio de Krull, logo, por C2), R é um dominio de Krull. 
Por hipótese, para cada iE{1, ...• n} aiR E ~CR). 
Definindo 0
1 




dominio da ideais principais e por Cl. 3) e Cl. 6), 
Para todo p~CO), por C1. 3), p = ai R RliD para algum 
i a 1 t 
i E{1, ... , n}. logo, prlR = a.R RliDrlR = a.R R()R = a 1 R E ~CR) l. ai i l. a 1 
é um ideal principal. Tomando O 
2 
-:1. 
: = M rlR em C 4. 1 2) • temos 
que R é um dominio da fatoraçã:o única pois R = O liD . • 
1 z 
Exemplo: 
Sejam K um corpo 
sobra K. Definimos: 
f := z + y 
1 :1. 
g:= z + X 
:1. :1. 
)n2Cn+:1.)! f CY := 
n+:l 2 
. CX )n2Cn+t)! 9 n+t: = 2 
e X , 
1 
f 





Afirmação ls Para n ~ 1 temos 
[f] 2: .. , C X ) n __:: = Y + C X Y ) l. -t~ • a 2 X t . 2 2 
2 l. = :1. 













Prova: Vamos mostrar por induç~o sobre n, a primeira equaç~o: 
Vale para n=1. 
Suponhamos que vale para n. Temos: 
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+ ~] 
+ CX 2 )n (~) 
= C X y ) n 2 C n + 1) I + y + ~C X y ) i -1 ~ I 
2 2 1 ./. a z 
l.•i 
= Y +n~~X Y )i -t~ 1 , provando a af'irmaçl:o. 
i .L. z z 
l.=i 
DeCinimos para cada n ~ 1, 
A : = K ( X • X , Y • Y , Z, { 
n 1 2 1 2 
ACirmação 2* Para cada n ~ 1 , A 
n 






l. l. [ logo, se 1 ~ i ~ n, :x-·-y-- E K 
2 2 
Pela Afirmação 1 temos: 
Yi = CXz)n[:n2] -. 2cx2Yz)i-tzi! e 
1.=1 
afirmação. 
/ i =1, ... , n } ] 
f'n 9n 
X ,X ,Y ,Y ,z.---X o-w- ) · 














Prova: Pela Afirmaç~o 1, x: Xn 
z 
= [y + ~C X y ) i -i~ I ] e 
i .l 2 2 
l. -i 
o 
n 9n Y-z y 
a 
= (x + ~c x Y 'i -i;t- ! ) 
i i ~i 2 2 
Como X , X , Y , Y , e Z s~o i nde~ermi nadas sobre K en~ão 
1 z 1 z 





z, xn~ e Y- s~o algebricamen~e independen~es 
z z X 2 y 
z z f 
sobre K, logo, X y n 
gn 
s~o algebricamen~e 2' 2' z.,.- e -y-
2 z 
indepanden~es sobre K. 
ACirmação 4: X A , Y2 A , C X , Y ) A e C X , Y , 'Z) A s:l:o ideais zn n 2 z n z 2 n 
primos da A . 
n 
Prova: Segue da afirmaç~es 2 e 3. 
00 
Deíinimos: A: = U A 
n=O n 
Observe que 
A [X: y 2] = K (X 1, X 2, y 1 ' y z, z] [X: y z] ' 
1 ogo QJ:. A) = K(X ,X ,Y ,Y .20. 
1 2 i 2 
Aíirmação 5: X A, Y A, C X , Y ) A e C X , Y , 'Z) A são i de ais 
2 z 2 z z z 
primos de A. 
Prova: Vamos provar que X A é um ideal primo de A. Os ou~ros 
2 
casos s~o análogos. Sejam a,b E A ~ais que ab E X A, digamos, 
2 
ab = X c para algun c E A. Seja n E IN ~al que a,b,c E A • 
2 n 
En~~o ab E X A . 
2 n 
Pela afirmaç~o an~erior, X A é um ideal 
z n 
primo. En~~o a ou b es~á em X A , logo a ou b es~á em X A e 
2 n z 
67 
port.ant.o X A á um ideal primo de A. X A ~ A pois se aeX A, 
z z z 
digamos, a = X b, beA, ent.~o bEA para algum n, logo, aeX A 
z n z n 
que é um ideal primo Ca~irmaç~o ant-erior), ·logo, a~l. Assim, 
1 ií!' X A. 
z 
ACirmação 6: Y A e X A t.êm alt.ura 1. 
2 2 
Prova: Seja e: K (X , X , Y , Y , z] --+ K ((X , Y , Y , z]] dada por 
~ 2 j. 2 z 1 a 
ec x ) : =X • ec Y ) : =Y • ec Y ) : =Y • ecz:>: =Z e 
2 2 1 1 z 2 
ec X ) : = -~C X Y ) i - 1zÍ! . Por C B-CapVI -3-Ex: 11, 
1 . ~ 2 2 
l=1 
~CX Y )i-tz1! é t-ranscendent-e sobre KCX ,Y ,Z>, logo, e é 
.l z z a 2 
l=1 
i nj et...i v a e por t.ant.o e pode ser est.endi da a um homomor f" i smo 
injet...ivo ent.re os corpos de ~raç~es. Agora, 
<l (;;) = 8 ((X, +J:XzY?i -•z'! )CY z) -n) 
= (-~C X y ) i -•zÍ I + ~C X y ) i -•zÍ ! ) C y ) -n 
.l z z .l 2 2 2 
l=1 l=1 
Assim, e pode ser est-endida a um homomorfismo injet-ivo de A 




) A = CO) e por CK-ex. 5 pag. 71, Y A t.em altura 1. 
n=O 2 
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Da maneira análoga pode-se provar que X A tem altura 1. 
2: 
ACirmação 7: A á um dominio de ~a~oraç~o única. 
Prova: Seja S o sistema multiplicativo gerado 
En~~o s-1A = A[x:v
2
] = K(X 1 ,X 2 ,Y1 ,Y2 ,z] [x:v
2
] • 
por X e Y • 
2: 2 
um domi ni o dQ 
fa~oraç~o única. Logo, por (6.6), A é um dominio de ~atoraç~o 
única. 
00 
ACirmação 8: nc CX , Y )AJ n ~ CO). 
n=O a a 
Prova, Pela afi rmaçll:o 1, VneiN, C X2 ) n (::] 
Y
1




- X E 
1 
00 
nc C X , Y )AJ n 
n=O 2 2 
i=:l 
A:firmação 9a Di mC A) = 6. 




] = K(X 1 ,X 2 ,Y1 ,Y 2 ,z][x:Y
2
] en~~o 
K (X , X , Y , Y , z] s; A s; KC X , X , Y , Y , Z> e 
1 2: 1 2: :l 2 1 2 
dimCA) ~ 6. Mas 
como K [X , X , Y • Y , z] é noe~her i ano de di mens~o 6, ent~o por 
s 2 1 a 
(G-pag.360 e 361J dim(A) ~ 6. Assim, dimCA) = 6. 
ACirmação tOs 3 ~ htCX , Y )A ~ 4. 
2 2: 
Prova: Como Z ii! CX , Y )A Vn~1, ent~o 2 e CX , Y )A, logo, 
z 2 n z z 
CX , Y )A c CX , Y ,Z>A, por~an~o h~CX , Y )A < dimCA) = 6. Como 
2 2 2 z a a 
n( C X , Y )AJ n ~ C 0) , ent~o por C 6. 3) htC C X , Y ) A) ~ 3. 
2: 2 2 2 
69 
Concl usãoa AC X , y ) A é um domi ni o de f'atoração única quase 
2 2 
local, 3 !5 dim(ACX • y )A) !5 4 e a interseç~o das potências de 
2 2 
seu ideal maximal é não nula. 
Observação: ACX • y )A f'ornece também um exemplo de um dominio 
2 2 
de Mori de dimens~o f'inita que contem um ideal divisorial que 
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